
 

 

 

 

 

 

 

 

 

УЧЕБНО – МЕТОДИЧЕСКИЙ КОМПЛЕКС 
 

 

 

 

РАЗДЕЛ 4 «ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИИ  

ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ» 

 
 

 

 

1. Теоретические основы 
 

 





 

1.1. ЗАДАЧА О СКОРОСТИ ДВИЖЕНИЯ  

МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ 

 

Пусть материальная точка (некоторое тело) M  движется по некоторой 

прямой. Расстояние s  движущейся точки, отсчитываемое от некоторого на-

чального ее положения 0M , будет зависеть от времени t , то есть  tss  . 

Если в некоторый момент времени t  движущаяся точка M  находилась на 

расстоянии s  от начального положения, то в момент времени tt   точка зай-

мет положение 1M  на расстоянии ss   от начального положения  

(рис. 1.1). 

 

 

0M  M  
1M  

S  S  

Рис. 1.1 

 
 

Здесь ssMM 10  , 

где     tsttss  перемещение точки M  за время t . 

 

Тогда средняя скорость движения точки за время t  равна  

 

t

s
Vcр




 . 

 

Средняя скорость зависит от t , и чем меньше t , тем точнее она 

выражает скорость движения точки M  в данный момент времени t . Наиболее 

полно характеризует скорость движения точки M  в момент времени t  тот 

предел, к которому стремится средняя скорость при 0t  . Этот предел и 

называют скоростью движения точки в данный момент времени (или 

мгновенной скоростью): 

 

t

s
limV

0t 





, или 

   
t

tstts
limV

0t 





. 

 

Таким образом, мы видим, что понятие скорости неравномерного 

движения связано с понятием предела. 
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1.2. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПРОИЗВОДНОЙ. 

МЕХАНИЧЕСКИЙ И ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ СМЫСЛ 

ПРОИЗВОДНОЙ 

 

Пусть функция  xfy   определена в некотором промежутке  b,a . 

Аргументу x  дадим приращение x  (положительное или отрицательное – 

безразлично), причем так, чтобы значение  b,axx  . Тогда функция 

 xfy   получит приращение y : 

 

   xfxxfy  .  

 

Составим отношение приращения функции к приращению аргумента: 

 

   
x

xfxxf

x

y









.  

 

Найдем предел этого отношения при 0x  . Если этот предел 

существует, то его называют производной данной функции  xf  и обозначают 

 xf   или y  или 
dx

dy
. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.1. Производной функции  xfy   в точке 

xназывается предел отношения приращения функции к приращению 

аргумента, когда приращение аргумента стремится к нулю. 

Итак, по определению 

 

 
   

x

xfxxf
limxf

0x 





.  

 

Производная функции  xf , вычисленная в некоторой фиксированной 

точке 0x , равна 

 

 
   

x

xfxxf
limxf 00

0x
0







.  

 

ПРИМЕР 1.1. Найти производную функции Cy  , где constC  . 

Решение: Очевидно, что областью определения этой функции является 

вся числовая прямая R . Поэтому рассмотрим любую точку Rx  и дадим ей 

приращение x . Функция получит приращение  

    0CCxfxxfy  . 
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Значит 0
x

0

x

y








, следовательно 00lim

x

y
limy

0x0x








, то есть 

  0C 


. 

ПРИМЕР 1.2. Найти производную функции 
2xy  . 

Решение: Возьмем произвольное   RyDx   и дадим ей приращение 

x . Функция получит приращение    22
xxxy  

2222 xxx2xxxx2x  . Составим отношение  

xx2
x

xxx2

x

y
2










. Тогда   







xx2lim

x

y
limy

0x0x
 

x20x2xlimx2lim
0x0x




. 

Таким образом,   x2x2 


. 

ПРИМЕР 1.3. Найти производные функций xsiny  , xcosy  .  

Имеем 
 











 














x

2

x
xcos

2

x
sin2

x

xsinxxsin

x

y
 








 







2

x
xcos

2

x
2

x
sin

. 

Переходя к пределу при 0x   и воспользовавшись первым замеча-

тельным пределом, получим  

xcosxcos1
2

x
xcoslim

2

x
2

x
sin

lim
x

y
lim

0x0x0x








 












, то есть 

или   xcosxsin 


. 

Проделав аналогичные операции, получим формулу   xsinxcos 


. 

Возвращаясь к предыдущей задаче о скорости прямолинейного движения, 

получим 
dt

ds

t

s
limV

0t








, то есть скорость прямолинейного движения мате-

риальной точки в момент времени t  равна производной от пути s  по времени 

t . В этом заключается механический смысл производной. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.2. Касательной PM0  к графику функции  xfy   

в точке 0M  будем называть предельное положение секущей MM0  при 
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0x   или, что тоже самое MM0   (если такое положение существует) 

(рис. 1.2). 

Теперь выясним геометрический смысл производной. Рассмотрим график 

непрерывной функции  xfy   (рис. 1.2). 

Здесь предполагается, что в точке  000 y,xM  график функции имеет 

невертикальную касательную. 

Очевидно, что угловой коэффициент секущей MM0 равен 

 

   

x

xfxxf

x

y
tgk 00

сек








 .  

 

y  

0y  

  

0M    

M  

y  

x  

0x  xx0   x  

Рис. 1.2 

P  

 
 

При 0x   в силу непрерывности функции приращение y  тоже стре-

мится к нулю, поэтому точка M  неограниченно приближается по кривой к точ-

ке 0M , а секущая MM0  переходит в касательную. При этом угол  , 

следовательно, 


tgtglim
0x

. Поэтому угловой коэффициент касательной 

равен 
   

 0
0

0x0x0x
xf

x

xfxxf
lim

x

y
limtglimtgk 












, то 

есть  0xfk  . 

Таким образом, значение производной функции  xfy   в точке 0x  

равно угловому коэффициенту касательной к графику функции в точке, абс-

цисса которой равна 0x . В этом заключается геометрический смысл произ-

водной. 
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Пользуясь уравнением прямой, проходящей через точку  000 y,xM  с 

заданным угловым коэффициентом  0xfk  , можно записать уравнение ка-

сательной: 

 

  000 xxxfyy  .  

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.3. Прямая, перпендикулярная касательной в точке 

касания, называется нормалью к кривой. 

Так как нормаль перпендикулярна касательной, то ее угловой коэффици-

ент 1k  равен 

 

 0
1

xf

1

k

1
k


 .  

 

Тогда уравнение нормали имеет вид 

 

 
 0

0
0 xx

xf

1
yy 


    0xfесли 0  .  

 

Если   0xf 0  , то уравнение касательной есть прямая 0yy  , а урав-

нение нормали 0xx  .  

ПРИМЕР 1.4. Найти уравнение касательной и нормали к графику функ-

ции 
2xy   в точке  1,1M0 . 

Решение. Имеем 1x0  ,   x2xf  , тогда     111fxfy 2
00  , 

    2121fxf 0  . Следовательно, уравнение касательной: 

  1x2y1x21y  , а уравнение нормали:   1x
2

1
1y  

2

3
x

2

1
y  . 

 

1.3. ДИФФЕРЕНЦИРУЕМОСТЬ ФУНКЦИИ 

 

Если функция  xfy   в точке 0xx   имеет производную, то говорят, 

что в этой точке функция дифференцируема. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.4. Функция  xfy  , имеющая производную в каж-

дой точке некоторого интервала  b,a , называется дифференцируемой в этом 

интервале. 
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Операцию нахождения производной функции называют дифференциро-

ванием функции. 

Теорема 1.1. Если функция  xfy   дифференцируема в некоторой точ-

ке 0xx  , то она в этой точке непрерывна.  

Доказательство. Пусть функция  xfy   дифференцируема в точке 

0xx  . Тогда существует предел  0
0x

xf
x

y
lim 






. 

Отсюда, по теореме о связи функции с ее пределом, имеем  

   xxf
x

y
0 




, где   x  б.м.ф. при 0x  . Следовательно,  

    xxxxfy 0  . Переходя в этом равенстве к пределу при 

0x  , получим  

 

    0xlimxlimxlimxfylim
0x0x0x

0
0x




.  

 

А это и означает, что функция  xfy   непрерывна в точке 0x . 

Обратное утверждение теоремы неверно, то есть из того, что функция 

 xfy   в какой-нибудь точке 0xx   непрерывна, еще не следует, что в этой 

точке она дифференцируема. Примером такой функции является функция 

















.0xесли,x

,0xесли,0

,0xесли,x

xy  

На рисунке 1.3 видно, что в точке 

0x   функция непрерывна, однако в 

этой точке она не дифференцируема. 

Действительно, в точке 0x   

имеем 

 

 

     
















x

xf

x

0fx0f

x

y














.0xесли,1

,0xесли,1

x

x
 

Отсюда следует, что предел 
x

y
lim

0x 




 не существует, то есть функция 

xy   в точке 0x   не имеет производной. 

 

 

 

 

y  

0 x  

Рис. 1.3 
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1.4. ОСНОВНЫЕ ПРАВИЛА ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ 

 

Теорема 1.2. Пусть функции  xuu   и   xvv  дифференцируемы в 

точке x . Тогда: 

1. Производная суммы (разности) двух функций равна сумме (разности) 

производных этих функций: 

  vuvu 


 . 

2. Производная произведения двух функций равна: 

  vuvuvu 


  

3. Производная частного двух функций равна: 

2v

vuvu

v

u 












, если   0xv  . 

Доказательство. 1.Дадим аргументу x  приращение x , тогда функции 

 xu  и  xv  получат приращения u  и v , а функция vuy   получит 

приращение  

 

          xvxuxxvxxuy   

          vuxvxxvxuxxu  . 
 

 

Следовательно, 

 

  vu
x

v
lim

x

u
lim

x

vu
lim

x

y
limvuy

0x0x0x0x


























  

 

то есть   vuvu 


 . 

Аналогичным образом доказывается, что   vuvu 


 . 

Теорема справедлива для любого конечного числа слагаемых. 

2. Пусть vuy  . Тогда        xvxuxxvxxuy  . Так как 

   xuxxuu  ,    xvxxvv  , то    xuuxxu  , 

   xvvxxv  . 

Поэтому               xvxuxvxuvxvuxuy  

            vuvxuuxvxvxuvuxuvxvu  . 

Разделив обе части данного равенства на x  и перейдя к пределу при 

0x  , получим 

 

 
   















 x

vuvxuuxv
lim

x

y
limvuy

0x0x
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    
















vlim

x

u
lim

x

v
limxu

x

u
limxv

0x0x0x0x
  

                 xvxuxvxu0xuxvxuxvxu  , 

 

то есть 

 

  vuvuvu 


.  

 

При доказательстве мы использовали теорему 1.1 (о связи между непре-

рывностью и дифференцируемостью), согласно которой 0vlim
0x




. 

Утверждение п.3 доказывается аналогично, предлагаем это выполнить 

самостоятельно. 

ПРИМЕР 1.5. Найти производные функций xtgy   и xctgy  . 

Решение. Воспользуемся формулой производной частного: 

 
   























xcos

xcosxsinxcosxsin

xcos

xsin
xtg

2

xcos

1

xcos

xsinxcos
22

22




 , т.е.  
xcos

1
xtg

2



. 

Аналогичным образом получим формулу 

 
xsin

1
xctg

2



. 

 

1.5. ПРОИЗВОДНАЯ СЛОЖНОЙ ФУНКЦИИ 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.5. Пусть  ufy   и  xu  , тогда   xfy   яв-

ляется сложной функцией переменной x , а переменную u  называют проме-

жуточным аргументом. 

Теорема 1.3. Если функция  xu   имеет в некоторой точке x  произ-

водную  xu x  , а функция  ufy   имеет в соответствующей точке 

 xu   производную  ufyu  , то сложная функция   xfy   в указан-

ной точке x  также имеет производную, которая находится по формуле 

   xufy   или, коротко,  

 

xu uyy  . (1.1) 
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Доказательство. По условию u
0u

y
u

y
lim 






. Отсюда, по теореме о связи 

функции с ее пределом, имеем 



uy

u

y
 или 

 

uuyy u  , (1.2) 

 

где   б.м.ф. ( 0  при 0u  ). 

Функция  xu   имеет производную в точке x , то есть x
0x

u
x

u
lim 






, 

поэтому  

 

xxuu x  , (1.3) 

 

где   б.м.ф. ( 0  при 0x  ). 

Подставив (1.3) в равенство (1.2), получим  

 

xxuxyxuyy xuxu   (1.4) 

 

Разделив полученное равенство на x  и перейдя к пределу при 0x  , 

получим 

 

xu uyy  .  

 

ПРИМЕР 1.6. Найти производную функции 
2xsiny  . 

Решение: Представим функцию как сложную, введя промежуточный ар-

гумент u : usiny  , где 
2xu  . Тогда x2u,ucosy xu   и, следователь-

но, x2xcosx2ucosuyy 2
xu  . 

 

1.6. ПРОИЗВОДНАЯ ОБРАТНОЙ ФУНКЦИИ 

 

Пусть функция  xfy   строго монотонна в интервале  b,a , тогда для 

нее существует обратная функция  yx  . 

Теорема 1.4. Если функция  xfy   в некоторой точке x  имеет отлич-

ную от нуля производную  xf  , то обратная ей функция  yx   в соответ-

ствующей точке y  также имеет производную  y , равную  
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 
 xf

1
y


  (1.5) 

 

Доказательство. Рассмотрим обратную функцию  yx  . Дадим аргу-

менту y  приращение 0y  , тогда функция получит приращение x , причем 

0x   в силу строгой монотонности функции  xfy  . Поэтому можно за-

писать тождество 

 

x

y

1

y

x









. 

(1.6) 

 

Если 0y  , то в силу непрерывности обратной функции имеем 

0x  . И так как по условию теоремы   0xf
x

y
lim

0x







, то из равенства 

(1.6) следует 
 xf

1

x

y
lim

1

y

x
lim

0x

0y 














, то есть  

 xf

1
y


 . 

Правило дифференцирования обратной функции иногда записывается 

так: 

 

y
x

x

1
y


  или 

dy

dx

1

dx

dy
 . 

(1.7) 

 

ПРИМЕР 1.7. Найти производные обратных тригонометрических функ-

ций xarctgy,xarccosy,xarcsiny  , xarcctgy  . 

Решение. Пусть xarcsiny  . Обратная ей функция имеет вид ysinx  , 

где 




 


2
;

2
y . В интервале 







 


2
;

2
 имеем 0ycosx  . Тогда по пра-

вилу дифференцирования обратной функции  

 

 
  22 x1

1

ysin1

1

ycos

1

ysin

1
xarcsin











,  

 

где перед корнем взят знак +, так как 0ycos   при 






 


2
;

2
y . 
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Итак,  
2x1

1
xarcsin





. 

Аналогично получаем  
2x1

1
xarccos





. 

Найдем производную функции xarctgy  . Она является обратной к 

функции ytgx  , где 






 


2
;

2
y . Тогда  

 
 

22

2

x1

1

ytg1

1
ycos

ytg

1
xarctg











, то есть  

2x1

1
xarctg





. 

Аналогичным образом находим  
2x1

1
xarcctg





. 

 

1.7. НЕЯВНАЯ ФУНКЦИЯ И ЕЕ ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ 

 

Если функция задана уравнением  xfy  , разрешенным относительно 

y , то говорят, что функция задана в явном виде. 

Под неявным заданием функции понимают задание функции в виде 

уравнения   0y,xF  , не разрешенного относительно y . 

Всякую явно заданную функцию  xfy   можно записать как неявно за-

данную уравнением   0xfy  , но не наоборот. 

Не всегда легко, а иногда и невозможно разрешить уравнение относи-

тельно y , например, 05ysinxy2y 2   или 0y4x23y  . 

Если неявная функция задана уравнением   0y,xF  , то для нахождения 

производной от y  по x  необходимо продифференцировать это уравнение по 

x , рассматривая при этом y  как функцию от x , и затем  

полученное уравнение разрешить относительно y . 

ПРИМЕР 1.8. Найти производную функции y , заданную уравнением 

0xxy4xy3y 325  . 

Решение: Функция y  задана неявно. Дифференцируя обе части этого то-

ждества по x , считая, что y  есть функция от x  и, пользуясь правилом диффе-

ренцирования сложной функции, получим 

 

        0xyx4yx3y 325 











 

 0x3yx4y4yxy6y3yy5 224
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 
x4xy6y5

x3y4y3
yx3y4y3yx4xy6y5

4

22
224




 . 

 
 

1.8. ПРОИЗВОДНЫЕ ОСНОВНЫХ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ФУНКЦИЙ 

 

1.8.1. Логарифмическая функция 10  a,a,xlogy a  

Имеем 
 
















x

xx
log

x

1

x

xlogxxlog

x

y
a

aa
 

x

1

a
x

x
1log









 
 . 

Перейдя к пределу при 0x  , получим 

 













 








00x

xx,
x

x

x

x
1loglim

x

y
lim

x

1

a
0x0x

 

       








1

a
0

1

a
0

x

1

a
0

1loglim
x

1
1log

x

1
lim1loglim   

elog
x

1
a , то есть   elog

x

1
xlog aa 


. 

Здесь воспользовались вторым замечательным пределом. Если ea  , то 

xlnxlog e   и  
x

1
xln 


. 

1.8.2. Показательная функция 10  a,a,ay
x

 

Логарифмируя равенство 
xay  , получим alnxyln  . Дифференцируя 

полученное равенство по переменной x  по правилу дифференцирования неяв-

ной функции, получим alnyyalny
y

1
  или alnay x . Итак, 

  alnaa xx 


. 

Если основание ea  , то 1eln   и мы получим формулу   xx ee 


. 

ПРИМЕР 1.9. Найти производную функции  1xelny 5x  . 

Решение:  
1xe

x5e
1xe

1xe

1
y

5x

4x
5x

5x 








 . 
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1.8.3. Степенная функция R,xy  
 

Логарифмируя равенство 
 xy , получим  xlnyln   

1x
x

x

x

y
y

x

1
y

y

1 


 , то есть   1xx  


. 

Отметим, что производные тригонометрических и обратных тригономет-

рических функций были нами рассмотрены ранее. 

1.8.4. Производные гиперболических функций 

Гиперболические функции определяются следующими формулами: 







2

ee
xsh

xx

 гиперболический синус; 







2

ee
xch

xx

 гиперболический косинус; 


xsh

xch
xcth,

xch

xsh
xth  гиперболический тангенс и котангенс. 

 

y  y  

xshy   xchy   

0 x  

1 

0 x  

Рис. 1.4 Рис. 1.5 
 

 

y  

xthy   

1 

0 

- 1  

x  

y  

xcthy   

1 

0 

- 1 

Рис. 1.6 Рис. 1.7 
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Найдем производные этих функций 

  ,xch
2

ee

2

ee
xsh

xxxx




















 





 то есть   xchxsh 


; 

  ,xsh
2

ee

2

ee
xch

xxxx




















 





 то есть   xshxch 


; 

 
   

xch

1

xch

xshxch

xch

chxshxchxshx

xch

xsh
xth

22

22

2
























, 

то есть  
xch

1
xth

2



; 

 

 
   

xsh

1

xsh

xchxsh

xsh

shxchxshxchx

xsh

xch
xcth

22

22

2
























, то 

есть  
xsh

1
xcth

2



. 

В последних двух формулах мы воспользовались зависимостью 

1xshxch 22  , которая легко получается из определения гиперболических 

функций. 

 

1.9. ТАБЛИЦА ПРОИЗВОДНЫХ 

 

Правила дифференцирования 

1.   vuvu 


 ; 

2.   vuvuvu 


 ; 

3. 
2v

vuvu

v

u 












; 

4. xu uyy  , если    xu,ufy   (дифференцирование сложной 

функции); 

5. 

y
x

x

1
y


 , если  xfy   и  yx   (дифференцирование обратной 

функции). 
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Формулы дифференцирования 

1.   0C 


; 10.  
xsin

1
xctg

2



; 

2.   1xx  


; 
11.  

2x1

1
xarcsin





; 

3.   alnaa xx 


; 
12.  

2x1

1
xarccos





; 

4.   xx ee 


; 13.   ;
x1

1
xarctg

2



 

5.  
alnx

1
elog

x

1
xlog aa 


; 14.  
2x1

1
xarcctg





; 

6.  
x

1
xln 


; 15.   xchxsh 


; 

7.   xcosxsin 


; 16.   xshxch 


; 

8.   xsinxcos 


; 17.  
xch

1
xth

2



; 

9.  
xcos

1
xtg

2



; 18.  

xsh

1
xcth

2



. 

 

1.10. ЛОГАРИФМИЧЕСКОЕ ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ 

 

В ряде случаев для нахождения производной целесообразно заданную 

функцию сначала прологарифмировать. А затем результат продифференциро-

вать. Такую операцию называют логарифмическим дифференцированием.  

ПРИМЕР 1.10. Найти производную функции 
   

 5x

33

4x2e

2x3x
y

2




 . 

Решение: Логарифмируем функцию: 

     4x2ln5x2xln
2

3
3xlnyln 23  . 

Дифференцируя это равенство по x , получим 

 











4x2

10
x2

2x2

3

3x

x3
y

y

1
3

2

 

  






















4x2

10
x2

2x2

3

3x

x3
yy

3

2

 или 
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   

    
























4x2

10
x2

2x

1

2

3

3x

x3

4x2e

2x3x
y

3

2

5x

33

2
. 

На практике встречаются функции, производные которых находят лога-

рифмическим дифференцированием. К их числу относится так называемая 

степенно-показательная функция     xv
xuy  . 

Найдем производную, предварительно логарифмируя: 

         
 

   xu
xu

1
xvxulnxvy

y

1
xulnxvyln  

        
 
 

 







 xu

xu

xv
xulnxvxuy

xv
 или  

 

  uuvvulnuu 1vvv 
 

.  

 

ПРИМЕР 1.11. Найти производную функции   x2x4

x3cosy


 . 

Решение. Пользуясь полученной формулой, получаем  

   


2x4x3coslnx3cosy 3x2x4

 

      3x3sinx3cosx2x
1x2x4

4




. 

На практике пользоваться готовой формулой нежелательно, а необходимо 

всю процедуру логарифмирования и затем дифференцирования повторить. 

 

1.11. ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ ПАРАМЕТРИЧЕСКИ  

ЗАДАННЫХ ФУНКЦИЙ 

 

Пусть зависимость между аргументом x  и функцией y  задана парамет-

рически в виде двух уравнений 

 

 

 







,ty

,tx
 (1.8) 

 

где t  вспомогательная переменная, называемая параметром. 

Предположим, что функции  t  и  t  имеют производные и что функ-

ция  tx   имеет обратную  xt  , которая также имеет производную. То-

гда определенную параметрическими уравнениями (1.8) функцию  xfy   

можно рассматривать как сложную функцию  ty  ,  xt  , t  промежу-

точный аргумент. 

По правилу дифференцирования сложной функции получим  
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   xttyy xtxtx   (1.9) 

 

На основании теоремы о дифференцировании обратной функции следует 

 
 t

1
x

t
x


 . Подставляя последнее выражение в равенство (1.9), получаем  

 
 t
t

y
t

t
x




  или 

t

t
x

x

y
y




 . (1.10) 

 

Полученная формула позволяет находить производную xy  от функции, 

заданной параметрически, не находя непосредственной зависимости y  от x . 

ПРИМЕР 1.12. Функция y  от x  задана параметрически уравнениями 









t0

,tsinby

,tcosax
. Найти производную xy . 

Решение. 
 

 
tctg

a

b

tsina

tcosb

tcosa

tsinb
y

t

t

x 






 . 

ПРИМЕР 1.13. Найти угловой коэффициент касательной к циклоиде 

 

 









2t0

,tcos1ay

,tsintax
 в точке, соответствующей значению параметра 

2
t


 . 

Решение: Угловой коэффициент касательной в точке равен значению 

производной xy  в этой точке, то есть равен  
)t(x

)t(y
ty

0t

0t
0x




 .  

Имеем   tsinay,tcos1ax tt  , следовательно,  

 
1

4
ctg

2
y

2

t
ctg

2

t
sin2

2

t
cos

2

t
sin2

tcos1a

tsina

x

y
y x

2t

t
x 










 








 . Значит, угло-

вой коэффициент касательной к циклоиде в точке, соответствующей значению 

2
t 0


  равен 1. 

1.12. ПРОИЗВОДНЫЕ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ 

 

Пусть функция  xfy   дифференцируема на отрезке  b,a . Значения 

производной  xf  , вообще говоря, зависят от x , то есть производная  xf   
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представляет собой тоже функцию от x . Дифференцируя эту функцию, мы по-

лучаем так называемую вторую производную от функции  xf . 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.6. Производная от первой производной называется 

производной второго порядка и обозначается символом  xf,y   или 
2

2

dx

yd
.  

Итак,   yy . 

Производная от производной второго порядка, если она существует, на-

зывается производной третьего порядка и обозначается  xf,y   или 
3

3

dx

yd
.  

Производной n го порядка от функции  xf  называется производная от 

производной  1n го порядка: 
     1nn yy . 

Производные порядка выше первого называют производными высших 

порядков. 

ПРИМЕР 1.14. Дана функция  constkey kx  . 

Найти выражение ее производной любого порядка. 

Решение: ,,eky,eky,eky kx3kx2kx   
  kxnn eky  . 

ПРИМЕР 1.15. xsiny  . Найти 
 ny . 

Решение: ,
2

xsinxcosy 






 
  

  ,2
2

xsinxsinxcosy 













  

  ,3
2

xsinxcosxsiny 













  

  ,4
2

xsinxsinxcosy IV














  

 







 


2
nxsiny n

. 

 

1.13. ДИФФЕРЕНЦИАЛ ФУНКЦИИ 

 

Пусть функция  xfy   дифференцируема на отрезке  b,a . Производ-

ная этой функции в некоторой точке x  этого отрезка определяется равенством 

 xf
x

y
lim

0x







. Тогда, по теореме о связи функции с ее пределом, можно за-
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писать    xxf
x

y





, где   б.м.ф., то есть 0  при 0x  . Из по-

следнего равенства имеем 

 

  xxxfy  . (1.11) 

 

Таким образом, приращение функции y  представляет собой сумму двух 

слагаемых   xxf   и x , являющихся бесконечно малыми при 0x  . 

При этом первое слагаемое есть б.м.ф. одного порядка с x , так как 

 
  0xf

x

xxf
lim

0x







, а второе слагаемое есть б.м.ф. более высокого по-

рядка, чем x , так как 0lim
x

x
lim

0x0x







. 

Поэтому первое слагаемое   xxf   называют главной частью прира-

щения функции. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.7. Дифференциалом функции  xfy   в точке x  на-

зывается главная линейная относительно x  часть ее приращения. Обознача-

ется дифференциал через dy  или  xfd . 

Таким образом, дифференциал равен произведению производной  xf   

на приращение аргумента x : 

 

  xxfdy  . (1.12) 

 

Найдем дифференциал функции xy  . В этом случае 1xy  , и, сле-

довательно, xdxdy   или xdx  . Поэтому формулу (1.12) можно запи-

сать  

 

 dxxfdy  . (1.13) 

 

Из этого соотношения следует, что  
dx

dy
xf  . Поэтому производную 

можно рассматривать как отношение дифференциала этой функции к диффе-

ренциалу независимой переменной. 

ПРИМЕР 1.16. Найти дифференциал функции  1xlnx3y 25  . 

Решение: По формуле (1.13) находим  

   dx
1x

x2
x15dx1xlnx3dy

2

425













 . 
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Приближенное вычисление значения функции с помощью дифференциа-

ла 

Вернемся к выражению (1.11), которое с учетом (1.12) можно записать 

так: 

 

xdyy  . (1.14) 

 

Отбрасывая бесконечно малую x  более высокого порядка, чем x , 

получаем приближенное равенство 

 

dyy  , (1.15) 

 

или в развернутом виде 

 

       xxfxfxxf  

      xxfxfxxf  . 
(1.16) 

 

Формула (1.16) используется в приближенных вычислениях. 

ПРИМЕР 1.17. Вычислить приближенно 07,1arctg . 

Решение. Для функции   xarctgxf   формула (1.16) примет вид 

    


 xxarctgxarctgxxarctg

 
2x1

x
xarctgxxarctg




 . 

Так как 07,1xx  , то, полагая 1x   и 07,0x  , получаем 

82,0035,0
411

07,0
1arctg07,1arctg 





 . 

ПРИМЕР 1.18. Вычислить 
031sin . 

Решение: Рассмотрим функцию   xsinxf  . Для нее запишем формулу 

(1.16):   xxcosxsinxxsin  . Полагая рад
180

1x,30x 00 
  

017,0 , получим 

515,0017,0
2

3

2

1
017,030cos30sin31sin 000  . 

Пусть имеем функцию  xfy  , где x  независимая переменная. Диф-

ференциал этой функции  dxxfdy   есть функция от x . Здесь от x  зависит 

 xf  , второй множитель  dx  не зависит от x . 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.8. Дифференциал от дифференциала функции назы-

вается вторым дифференциалом или дифференциалом второго порядка 

этой функции и обозначается  dydyd2  . 

Найдем выражение второго дифференциала. В силу общего определения 

дифференциала функции имеем:  

 

     dxdxxfdyd 
 .  

 

Так как dx  не зависит от x , то dx  выносим за знак производной: 

 

     2dxxfdyd  .  

 

Принято записывать степень дифференциала, опускать скобки: 

 

  22 dxxfyd  .  

 

Дифференциалом n го порядка называется дифференциал от диффе-

ренциала  1n го порядка: 

 

       dxdxxfyddyd 1n1n1nn 


 
  

 

или 
    nnn dxxfyd    

 

Пользуясь дифференциалами различных порядков, можно представить 

производную любого порядка как отношение дифференциалов соответствую-

щих порядков: 

 

       .
dx

yd
xf;;

dx

yd
xf;

dx

dy
xf

n

n
n

2

2

    

 

ПРИМЕР 1.19. Пусть 
4xy  . Тогда dxx4dy 3 ,  

         222332 dxx12dxx4dxdxx4dydyd 





 . 

ПРИМЕР 1.20. Пусть функция  xyy   задана параметрическими урав-

нениями:
2

t0
,tsinry

,tcosrx 









.  

Поскольку     ;dttxdxtxx       .dttydy,tyy   
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Имеем .dttcosrdy,dttsinrdx   

,tctg
dttsinr

dttcosr

dx

dy
y 




  т.е.  .ty   

    ,dt
tsin

1
dttctgyd

2



  

 

tsinr

1

dttsinr

dt
tsin

1

dx

yd

xd

yd
y

3

2

2

2











 . 

 

1.14. ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО  

ИСЧИСЛЕНИЯ 

 

Теорема 1.5 (Ролля). Пусть функция  xfy   удовлетворяет следую-

щим условиям: 

1. непрерывна на отрезке  b;a , 

2. дифференцируема в интервале  b;a , 

3. на концах отрезка принимает одинаковые значения:    bfaf  . 

Тогда внутри отрезка  b,a  найдется хотя бы одна точка  b,ac , в ко-

торой производная  xf   обращается в нуль, т.е.   0cf  . 

Доказательство. Так как функция  xf  непрерывна на отрезке  b,a , то 

она на этом отрезке достигает своего наибольшего M  и наименьшего m  зна-

чений. 

Если mM  , то функция  xf  постоянна на  b,a  и, следовательно, ее 

производная   0xf   в любой точке отрезка  b,a . 

Если mM  , то функция достигает хотя бы одно из значений M  или m  

во внутренней точке  b,ac , так как    bfaf  . 

Пусть, например, значение M  функция принимает в точке  b,ac , то 

есть   Mcf  . Тогда для всех  b,ax  выполняется неравенство 

 

   cfxf  . (1.17) 

 

Производная  xf   в точке c  равна 

 

 
   

x

cfxcf
limcf

0x 





 (1.18) 
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В силу (1.17) верно неравенство     0сfxcf  . Поэтому, если 

0x   (то есть  0x ), то  

 

   
0

x

cfxcf





  

 

и, следовательно,  

 

  0cf  . (1.19) 

 

Если же 0x  , (то есть  0x ), то  

 

   
0

x

cfxcf





  

 

и, следовательно,  

 

  0cf  . (1.20) 

 

Так как по условию функция дифференцируема в интервале  b,a , то 

     cfcfcf   . Отсюда, с учетом (1.19) и (1.20), получаем   0cf  . 

В случае, когда   mcf  , доказательство аналогичное. 

Геометрически теорема Ролля означает, что на графике функции 

 xfy   найдется хотя бы одна точка, в которой касательная к графику парал-

лельна оси x0  (рис. 1.8). 

Теорема 1.6 (Лагранжа). Если функция  xfy   

1. непрерывна на отрезке  b,a , 

2. дифференцируема в интервале  b,a , то найдется хотя бы одна точка 

 b,ac  такая, что 

 

 
   

 b,ac,
ab

afbf
cf 




 . (1.21) 
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Рис. 1.8 

 

Доказательство. Рассмотрим вспомогательную функцию 

     
   

 ax
ab

afbf
afxfxF 




 . 

Легко проверить, что эта функция удовлетворяет всем условиям теоремы 

Ролля (предлагаем проверить это самостоятельно). Тогда найдется точка 

 b,ac , в которой   0cF  . Но    
   

ab

afbf
xfxF




 , следовательно, 

   
   

 
   

ab

afbf
cf0

ab

afbf
cfcF









 , ч.т.д.  

Из равенства (1.21) имеем 

 

      abcfafbf  . (1.22) 

 

Полученную формулу называют формулой Лагранжа или формулой о 

конечном приращении. 
Формуле Лагранжа можно придать другой вид. Применив теорему Ла-

гранжа к отрезку  xx;x    0x  , получим 

      xcfxfxxf  ,  xx,xc   или 

 

      xxxfxfxxf  , (1.23) 

 

где 10  . 
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Рис. 1.9 

Теорема Лагранжа имеет про-

стой геометрический смысл (рис.1.9). 

Отношение 

 
   

ab

afbf




 есть угловой коэф-

фициент секущей AB , а   cf  уг-

ловой коэффициент касательной к 

кривой в точке с абсциссой сx  . 

Следовательно, на графике функции 

 xfy   найдется точка   cf;cC , в 

которой касательная к графику функ-

ции параллельна секущей AB . 

Теорема 1.7 (Коши). Если 

функции  xf  и  xg   

1. непрерывны на отрезке  b,a , 

2. дифференцируемы в интервале  b,a , причем   0xg   для всех 

 b,ax , то найдется хотя бы одна точка  b,ac  такая, что 

 

   
   

 
 cg

cf

agbg

afbf









 (1.24) 

 

Теорема доказывается аналогично теореме Лагранжа. Для этого доста-

точно рассмотреть вспомогательную функцию 

     
   
   

    agxg
agbg

afbf
afxfxF 




 . 

Теорема 1.8 (Ферма). Пусть функция  xf  определена на интервале 

 b;a  и в некоторой точке 0x  этого интервала принимает наибольшее или наи-

меньшее значение. Тогда, если в точке 0x  существует производная, то она рав-

на 0, то есть   0xf 0  .  

 

1.15. ПРИМЕНЕНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ИСЧИСЛЕНИЯ 

 

1.15.1. Раскрытие неопределенностей. Правило Лопиталя 

Рассмотрим способ раскрытия неопределенностей вида 
0

0
 и 




, который 

основан на применении производных и называется правилом Лопиталя. 

Теорема 1.9 



раскрытие неопределенностей вида 





0

0
. 



 73 

Пусть функции  xf  и  xg  непрерывны и дифференцируемы в окрест-

ности точки 0x  и обращаются в нуль в этой точке:     0xgxf 00  . Пусть 

  0xg   в окрестности точки 0x . Тогда, если существует предел 
 
 xg

xf
lim

0xx 




, 

то существует и предел 
 
 xg

xf
lim

0xx
, причем 

 
 

 
 xg

xf
lim

xg

xf
lim

00 xxxx 





. 

Доказательство. Применим к функциям  xf  и  xg  теорему Коши для 

отрезка     00 x;xx;x , лежащего в окрестности точки 0x . Тогда 

   
   

 
 cg

cf

xgxg

xfxf

0

0









, где c  лежит между 0x  и x .  

Учитывая, что     0xgxf 00  , получаем 

 

 
 

 
 cg

cf

xg

xf




  (1.25) 

 

При 0xx   величина c  также стремится к 0x . Перейдя в равенстве 

(1.25) к пределу, получим 
 
 

 
 

 
 xg

xf
lim

cg

cf
lim

xg

xf
lim

000 xxxcxx 










, ч.т.д. 

 

Замечание. Теорема верна и в случае, когда функции  xf  и  xg  не оп-

ределены при 0xx  , но     0xglim,0xflim
00 xxxx




. 

Замечание. Если     0xxf 00   и производные  xf   и  xg   удов-

летворяют условиям теоремы, то применяя правило Лопиталя повторно, полу-

чим
 
 

 
 

 
 xg

xf
lim

xg

xf
lim

xg

xf
lim

000 xxxxxx 










 и т.д. 

Замечание. Теорема справедлива и в том случае, когда x . 

ПРИМЕР 1.21. 
    

 










 x2

x31ln
lim

0

0

x2

x31ln
lim

0x0x
 

 
  2

3

x312

3
lim

0x








. 



 74 

ПРИМЕР 1.22. 
 
 












 





 xsinx

x2ee
lim

0

0

xsinx

x2ee
lim

xx

0x

xx

0x
 

 
 




























 0

0

xsin

ee
lim

xcos1

2ee
lim

0

0

xcos1

2ee
lim

xx

0x

xx

0x

xx

0x
 

 
 

2
1

2

xcos

ee
lim

xsin

ee
lim

xx

0x

xx

0x


















. Здесь три раза пришлось приме-

нить правило Лопиталя. 

Теорема 1.10. 



раскрытие неопределенностей вида 








. 

Пусть функции  xf  и  xg  непрерывны и дифференцируемы в окрест-

ности точки 0x  (кроме, быть может, точки 0x ) и пусть в этой окрестности 

    


xglimxflim
00 xxxx

,   0x  . Тогда, если существует предел 

 
 xg

xf
lim

0xx 




, то существует предел 

 
 xg

xf
lim

0xx
 и 

 

 
 

 
 xg

xf
lim

xg

xf
lim

00 xxxx 





 (1.26) 

 

Замечание. Теорема остается в силе и в случае, когда x . 

Замечание. Равенство (1.26) справедливо только в том случае, если пре-

дел, стоящий справа (конечный или бесконечный), существует. Может слу-

читься, что предел, стоящий слева, существует, в то время как предел справа не 

существует. 

ПРИМЕР 1.23. 












 xcos3

x3cos
lim

x3cos

3

xcos

1

lim
x3tg

xtg
lim

2

2

2
x

2

2

2
x

2
x

 










 xsin

x3sin
lim

xcos

x3cos
lim

xsinxcos2

x3sinx3cos6

3

1
lim

0

0

2
x

2
x

2
x

  

3
1

1

1

3

xsin

x3sin
lim

xsin

x3sin3
lim

2
x

2
x














. 
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ПРИМЕР 1.24. 
 














x

2n

xx

1n

xx

n

x e

x1nn
lim

e

xn
lim

e

x
lim   

 
0

e

11nn
lim

xx








. 

Правило Лопиталя применяется для раскрытия неопределенностей вида 

0

0
 и 




. Но на практике встречаются неопределенности вида 0 , 

00 0,,1,  
. Эти неопределенности путем элементарных преобразова-

ний можно свести к неопределенностям вида 
0

0
 или 




. 

1. Неопределенность 0 . Пусть      xg,0xf  при 0xx  . 

Тогда  

 

   
 

 
0

0

xg

1

xf
lim0xgxflim

00 xxxx



 

 

 

или 

 

 

 







xf

1

xg
lim

0xx
 

 

 

ПРИМЕР 1.25.   







 0

0

4

x
ctg

x2
lim0x2

4

x
tglim

2x2x
 

 





















 







4

4

4

x
sin

1

1
lim

x
4

ctg

x2
lim

2

2x2x
. 
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2. Неопределенность  . Пусть      xg,xf  при 0xx  . 

Тогда 

    

   




xg

1

1

xf

1

1
limxgxflim

00 xxxx

   

   
0

0

xg

1

xf

1

xf

1

xg

1

lim
0xx








. 

ПРИМЕР 1.26. 












 0

0

xln

x1
lim

xln

x

xln

1
lim

1x1x
  

 

 
  1xlim

x

1

1
lim

xln

x1
lim

1x1x1x













. 

3. Неопределенности 
00 ,0,1 

. Пусть   1xf   и   xg  при 

0xx  , или   0xf   и   0xg   при 0xx  ,  

или   xf  и   0xg   при 0xx  . 

Необходимо вычислить     xg

xx
xflim

0
. Используя основное логарифми-

ческое тождество, получим 

        
   xflnxglim

xflnxg

xx

xg

xx

0xx

00

eelimxflim







 . 

ПРИМЕР 1.27. 






 



0xtg

0x

0
xtg

0x
0xlim

x

1
lim   





 






xctg

xln
limxlnxtglim

xlnxtg

0x

0x0x e0eelim  

 

  1eeee 01
xsin

x

xsin
lim

x

xsin
lim

xctg

xln
lim

0x

2

0x0x
 







. 

 

1.16. МОНОТОННОСТЬ ФУНКЦИИ 

(ВОЗРАСТАНИЕ И УБЫВАНИЕ ФУНКЦИИ) 

 

Теорема 1.11. (необходимые условия) 

Если дифференцируемая в интервале  b,a  функция  xfy   возрастает 

(убывает), то   0xf     0xf   для  b,ax . 

Доказательство. Пусть функция  xf  возрастает в интервале  b,a . 

Возьмем произвольные точки x  и  b,axx   и рассмотрим отношение 
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   
x

xfxxf

x

y









. Так как функция возрастает, то при 0x   

   xfxxf  , если же 0x  , то    xfxxf  . В обоих случаях чис-

литель и знаменатель дроби имеют одинаковые знаки, поэтому 

   
0

x

xfxxf

x

y










. По условию теоремы функция  xf  имеет произ-

водную и, следовательно,  

 

 

0 

y  

x  

Рис. 1.10 
 

 

  





 x

y
limxf

0x

   
0

x

xfxxf
lim

0x







. 

 Аналогично рассматривается случай, когда функция  xf  убывает в ин-

тервале  b,a . 

Геометрически теорема 1.11 означает, что касательные к графику возрас-

тающей функции образуют острые углы с положительным направлением оси 

x0  или в некоторых точках параллельны оси x0  (рис. 1.10). 

Теорема 1.12 (достаточные условия). Если функция  xfy   диффе-

ренцируема в интервале  b,a  и     0xf0xf   для  b,ax , то эта 

функция возрастает (убывает) в интервале  b,a . 

Доказательство. Пусть   0xf   для   b,ax . Возьмем произволь-

ные точки 1x  и  b,ax2  , причем 21 xx  . Применим к отрезку  21 x,x  

теорему Лагранжа:       1212 xxcfxfxf  , где  21 x,xc . По усло-

вию   0cf   и 0xx 12  , следовательно,     0xfxf 12   или 

   12 xfxf  , то есть функция  xf  возрастает в интервале  b,a . 

В случае   0xf   утверждение теоремы доказывается аналогично. 
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ПРИМЕР 1.27. Определить интервалы монотонности функции 

x3xx
3

1
y 23  . 

Решение: Найдем 3x2xy 2  . Функция возрастает для всех значе-

ний x , для которых 0y  . Решая неравенство 03x2x2  , получим 

    ;13;x  . 

Аналогично, решая неравенство 03x2xy 2  , получим 

 1;3x  . 

Следовательно, функция возрастает в промежутках  3;  и  ;1  и 

убывает в интервале  1;3 . 

 

1.17. ЭКСТРЕМУМ ФУНКЦИИ 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.9. Точка 0x  называется точкой максимума функции 

 xfy  , если существует   окрестность точки 0x , такая, что для всех 

0xx   из этой окрестности выполняется неравенство    0xfxf    

Аналогично в точке 0x  функция  xfy   имеет минимум, если сущест-

вует   окрестность этой точки, такая, что для всех 0xx   из этой окрестно-

сти выполняется неравенство    0xfxf  . 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.10. Значение функции в точке максимума (миниму-

ма) называют максимумом (минимумом) функции. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.11. Максимум и минимум функции называют экс-

тремумами функции. 

Теорема 1.13 (необходимое условие экстремума). Если дифференци-

руемая функция  xfy   в точке 0x  имеет экстремум, то ее производная в 

этой точке равна нулю, то есть   0xf 0  . 

Доказательство. Пусть для определенности, в точке 0x функция имеет 

максимум. Значит, в некоторой окрестности точки 0x  выполняется неравенст-

во    00 xfxxf  . Тогда  

   
0

x

xfxxf

x

y 00 








, если 0x   и 

   
0

x

xfxxf

x

y 00 








, если 0x  . 
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Рис. 1.11 

По условию производная  0xf   существует, следовательно, переходя в 

этих неравенствах к пределу при 0x  , получим   0xf 0  , если 0x   

и   0xf 0  , если 0x  . Поэтому из условия  

      000 xfxfxf    следует, что   0xf 0  . 

Геометрически равенство 

  0xf 0   означает, что в точке экстре-

мума дифференцируемой функции каса-

тельная к ее графику параллельна оси x0  

(рис. 1.11). 

Отметим, что условие   0xf 0   

является лишь необходимым, но не дос-

таточным условием существования экс-

тремума. Например, для функции 
3xy   

ее 

произ-

водная 
2x3y   равна  

 

нулю при 0x  , но 0x   не является 

точкой экстремума (рис. 1.12). 

Существуют функции, которые в точ-

ках экстремума не имеют производной. На-

пример, функция xy   в точке 0x   про-

изводной не имеет, однако  0x  точка 

минимума (рис. 1.13). 

Следовательно, если 0x  точка 

экстремума функции  xfy  , то либо   0xf 0  , либо  0xf   не существует.  

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.12. Точки, в которых производная  xf   равна нулю 

или не существует, называются критическими точками функции. 

Теорема 1.14 (достаточное условие экс-

тремума).  xf  непрерывна в некотором ин-

тервале содержащем критическую точку 0x . 

Если функция  xfy   дифференцируема в 

некоторой окрестности критической точки 0x  

(кроме, быть может, самой точки 0x ) и при пе-

реходе аргумента x  через нее слева направо 

производная  xf   меняет знак с плюса на ми-

нус, то 0x  точка максимума; если  xf   ме-

няет знак с минуса на плюс, то 0x  точка минимума. 

 

y  

0 

3xy   

x  

Рис. 1.12 

 

y  

0 x  

Рис. 1.13 
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Доказательство. Пусть 0x  критическая точка и пусть производная 

 xf   меняет знак с «+» на «–», то есть слева от точки 0x   0xf  , а справа 

  0xf  . Из теоремы 1.11 следует, что в интервале  00 x;xx  , где 

0x  , функция  xf  возрастает и убывает для значений  xx;xx 00  . 

А это означает, что 0x  точка максимума. 

Аналогично доказывается вторая часть теоремы. 

Из теорем 1.12 и 1.13 вытекает следующее правило исследования функ-

ции на экстремум: 

1. найти критические точки функции  xfy  ; 

2. выбрать из них лишь те, которые являются внутренними точками об-

ласти определения функции; 

3. исследовать знак производной  xf   слева и справа от каждой из вы-

бранных критических точек. 

ПРИМЕР 1.28. Найти экстремумы функции 5x4x3y 34  . 

Решение. Очевидно, что   RyD  . Находим  

 1xx12x12x12y 223  . Определим критические точки: 

   01xx12 2
 1x,0x 21  . Эти критические точки разбивают всю 

область определения функции на интервалы    1;0,0;  и  ;1 . Получен-

ные результаты удобно представить в виде следующей таблицы: 

 

x   0;  0  1;0  1  ;1  

y  - 0 - 0 + 

 
y   нет экстр.  min   

 

Из таблицы видно, что в точке 0x   нет экстремума, а 1x  точка 

минимума. Минимум этой функции равен   41yymin  . 

Иногда бывает удобным использовать другой достаточный признак суще-

ствования экстремума, основанный на знаке второй производной. 

Теорема 1.15. Пусть в точке 0x  первая производная функции равна нулю 

  0xf 0  , а вторая производная существует и отлична от нуля   0xf 0  . 

Тогда, если   0xf 0   в точке 0x  функция имеет максимум и если 

   0xf 0  в точке 0x  функция имеет минимум. 

Доказательство. Пусть для определенности   0xf 0  . Тогда по опре-

делению второй производной имеем  

 
     













;

x

0xxf
lim

x

xfxxf
limxf 0

0x

00

0x
0  
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 
   

0
x

xxf
0

x

xxf
limxf 00

0x
0 












 в достаточно малой окрестно-

сти точки 0x . Отсюда следует, что при 0x     0xxf 0   и, если 0x  , 

то   0xxf 0  . Таким образом, при переходе x  через точку 0x  первая про-

изводная меняет знак с «–» на «+». Следовательно, по теореме 1.13 0x  точка 

минимума. 

Аналогично доказывается, что если   0xf 0  , то в точке 0x  функция 

имеет максимум. 

 

1.18. НАИБОЛЬШЕЕ И НАИМЕНЬШЕЕ ЗНАЧЕНИЕ ФУНКЦИИ 

НА ОТРЕЗКЕ 

 

Пусть функция  xfy   непрерывна на отрезке  b,a . Как известно, та-

кая функция на этом отрезке достигает наибольшего и наименьшего значений. 

Эти значения функция может принять либо во внутренней точке отрезка  b,a , 

либо на границе отрезка. 

Для нахождения наибольшего и наименьшего значений функции на от-

резке  b,a  необходимо: 

1) найти критические точки функции в интервале  b,a ; 

2) вычислить значения функции в найденных критических точках; 

3) вычислить значения функции на концах отрезка, то есть при ax   и 

bx  ; 

4) из всех вычисленных значений функции выбрать наибольшее и  

наименьшее. 

ПРИМЕР 1.29. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 

8x12x9x2y 23   на отрезке  3;0 . 

Находим критические точки:  12x18x6y 2
  

2x,1x012x18x6 21
2  . Эти точки лежат внутри 

отрезка  3;0 :     42y,31y  ;     13y,80y  ; 

1y .наиб   в точке 3x   и 8y .наим   в точке 0x  . 

 

1.19. ВЫПУКЛОСТЬ И ВОГНУТОСТЬ ГРАФИКА ФУНКЦИИ. 

ТОЧКИ ПЕРЕГИБА 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.13. График дифференцируемой функции  xfy   

называется выпуклым (или вогнутым вверх) в интервале  b,a , если он распо-

ложен ниже любой ее касательной на этом интервале.  
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.14. График функции  xfy   называется вогнутым 

(или выпуклым вниз) в интервале  b,a , если он расположен выше любой ее 

касательной на этом интервале. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.15.  
Точка графика непрерывной функ-

ции  xfy  , отделяющая его вы-

пуклую часть от вогнутой части, 

называется точкой перегиба (рис. 

1.14). В интервале  c,a  кривая 

 xfy   выпукла, в интервале 

 b,c  вогнута; точка 

  cf,cM  точка перегиба. 

Теорема 1.16. Если функция 

 xfy   во всех точках интервала 

 b,a  имеет отрицательную вто-

рую производную, то есть 

  0xf    b,ax , то график 

функции в этом интервале выпук-

лый. Если   0xf    b,ax , 

то график функции вогнутый. 

Доказательство. Пусть 

  0xf    b,ax . Возьмем 

на графике функции произволь-

ную точку M  с абсциссой 

 b,ax0   и проведем через M  

касательную (рис. 1.15). Покажем, 

что график функции расположен 

ниже этой касательной. Для этого сравним в точке  b,ax  ординату y  кри-

вой  xfy   с ординатой касy  ее касательной. 

Уравнение касательной имеет вид     000кас xxxfxfy  . Тогда 

      000кас xxxfxfxfyy  . По теореме Лагранжа 

      00 xxcfxfxf  , где c  лежит между 0x  и x . Поэтому  

     000кас xxxfxxcfyy   или  

      00кас xxxfcfyy  . Разность    0xfcf   снова пре-

образуем по формуле Лагранжа:       010 xccfxfcf  , где 1c  лежит 

между 0x  и c . Таким образом, получаем  

y  

0 

M  

a  b  c  x  

Рис. 1.14 

 
y
 

касy  

y  

0 a  0x
 

x  b  
x
 

 xfy   

Рис. 1.15 
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   001кас xxxccfyy  . Из этого равенства имеем следую-

щее: 

1) если 0xx  , то 0xc0xx 00   и   0cf 1   (по условию 

теоремы). Следовательно,  0yy кас  касyy  ; 

2) если 0xx  , то 0xc0xx 00   и   0cf 1  . Следова-

тельно,  0yy кас  касyy  . 

Таким образом, во всех точках интервала  b,a  ордината касательной 

больше ординаты графика функции, то есть график функции выпуклый. Анало-

гично доказывается вторая часть теоремы. 

Теорема 1.17 (достаточное условие существования точки перегиба). 

Пусть в точке 0x    0xf 0   или  0xf   не существует. Если при переходе 

через точку 0x  вторая производная  0xf   меняет знак, то точка графика 

функции с абсциссой 0x  есть точка перегиба. 

Доказательство. Пусть   0xf   при 0xx   и   0xf   при 0xx  . 

Это значит, что слева от точки 0x  график функции выпуклый, а справа – во-

гнутый. Следовательно, точка   00 xf;x  графика функции является точкой 

перегиба. 

ПРИМЕР 1.30. Пусть 
3xy  , 0yx6y,x3y 2   при 0x  . 

Поскольку вторая производная y   меняет знак при переходе через точку 

0x  , то в точке   0f;0  или  0;0  график имеет перегиб (рис. 1.16). 

 

y  

0 

3xy   

x  

y  

3 xy   

x  0 

Рис. 1.16 Рис. 1.17 

 

ПРИМЕР 1.31. Пусть 
3 xy  . Имеем 

3 2x3

1
y  , 

3 5x9

2
y  . Вто-

рая производная не существует в точке 0x  . При переходе аргумента x  через 

точку 0x   y   меняет знак. Следовательно, точка графика функции с абсцис-

сой 0x   является точкой перегиба (рис. 1.17).  
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1.20. АСИМПТОТЫ ГРАФИКА ФУНКЦИИ 

 

Очень часто приходится исследовать форму кривой  xfy   при неогра-

ниченном возрастании по абсолютной величине абсциссы или ординаты пере-

менной точки кривой. При этом 

важным случаем является тот слу-

чай, когда исследуемая кривая при 

удалении ее переменной точки в 

бесконечность неограниченно при-

ближается к некоторой прямой. Та-

кие прямые называют асимпто-

тами. Существуют три вида асим-

птот: вертикальные, горизонталь-

ные и наклонные. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.16. Пря-

мая 0xx   называется вертикаль-

ной асимптотой графика функции 

 xfy  , если хотя бы один из од-

носторонних пределов функции в этой точке равен бесконечности, то есть 

  


xflim
0xx 0

 или   


xflim
0xx 0

. 

Например, кривая  

2x

1
y


  имеет вертикальную асимптоту 2x  , так как 


 2x

1
lim

02x
 и 

 2x

1
lim

02x
 (рис. 1.18). 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.17. Прямая Ay   называется горизонтальной асим-

птотой графика функции  xfy   при x  (или x ), если 

 

  Axflim

x
x






. 

В рассмотренном выше примере прямая 0y   является горизонтальной 

асимптотой, так как 

 

0
2x

1
lim

x
x







. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.18. Прямая  0kbxky   называется наклон-

ной асимптотой графика функции  xfy   при x (или x ), ес-

ли функцию  xf  можно представить в виде    xbxkxf  , где 

  x б.м.ф, то есть 

 

  0xlim

x
x






. 

Укажем способ отыскания наклонной асимптоты bxky  . По  

y  

 

0 

 x  

Рис. 1.18 
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определению    
   

x

x

x

b
k

x

xf
xbxkxf


 . Переходя 

в этом равенстве к пределу при   xx  получим 

 
x

xf
limk

x 
  или 

 
x

xf
limk

x 
 . 

Для определения b  найденное значение k  подставляем в равенство 

   xbxkxf   и снова переходим к пределу, получим  

  xkxflimb
x




 или   xkxflimb
x




. 

Если хотя бы один из указанных выше пределов не существует или равен 

бесконечности, то кривая  xfy   наклонной асимптоты не имеет. 

ПРИМЕР 1.32. Найти асимптоты графика функции 
xexy  . 

Решение. Так как 


x

x

x

x
elim

x

ex
limk , то график функции 

при x  наклонной асимптоты не имеет. 

0elim
x

ex
limk x

x

x

x



, 

 
 












 xxxx

x

x

x

x
e

x
lim

e

x
limexlimx0exlimb  

0
e

1
lim

xx






. Следовательно, при x  график имеет горизонталь-

ную асимптоту 0y  . 

 

1.21. ОБЩАЯ СХЕМА ИССЛЕДОВАНИЯ ФУНКЦИЙ И  

ПОСТРОЕНИЯ ГРАФИКОВ 

 

Исследование функции  xfy   целесообразно вести в следующей по-

следовательности. 

1. Найти область определения функции. 

2. Найти (если это можно) точки пересечения графика с осями координат. 

3. Выяснить четность и нечетность функции. 

4. Найти асимптоты графика функции. 

5. Найти интервалы монотонности функции. 

6. Найти экстремумы функции. 

7. Найти интервалы выпуклости (вогнутости) и точки перегиба графика 

функции. 

8. На основании проведенных исследований построить график функции. 
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ПРИМЕР 1.33. Исследовать функцию 
2x1

x
y


  и построить ее график. 

Решение: 1.         ;11;11;yD  . 

2. Если 0x  , то 0y  . График пересекает ось y0  в точке  0;0O . Если 

0y  , то 0x  , следовательно, график пересекает ось x0  в точке  0;0O . 

3. Функция является нечетной, так как 

 
 

 xy
x1

x

x1

x
xy

22








 . Следовательно, график функции 

симметричен относительно начала координат. 

4. Прямые 1x   и 1x   являются вертикальными асимптотами: 





 201x01x x1

x
limylim , 




 201x01x x1

x
limylim , 





 201x01x x1

x
limylim , 




 201x01x x1

x
limylim . 

Найдем наклонные асимптоты 

 
0

x1

1
lim

x

x1

x

lim
x

xf
limk

2x

2

xx






, 

аналогично 0k   при x  

   

0
x1

x
limx0

x1

x
limb

2

x
x2

x
x























. 

Следовательно, есть горизонтальная асимптота 0y  . 

5. Найдем интервалы возрастания и убывания функции 

 

   22

2

22

2

2
x1

1x

x1

x2xx1

x1

x
y























 .  

Отсюда видно, что 0y   в области определения функции, поэтому 

функция является возрастающей на каждом интервале области определения. 

6. Исследуем функцию на экстремум. Так как 

 22

2

x1

1x
y




 , то критиче-

скими точками являются точки 1x,1x 21   ( y  не существует), но они не 

входят в область определения функции. Функция экстремумов не имеет 

7. Найдем интервалы выпуклости и вогнутости кривой 

 
 

 32

2

22

2

x1

3xx2

x1

1x
y

























 . 
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1  1 0 x  

y  

Рис. 1.19 
 

Вторая производная равна нулю или не существует в точках 1x1  , 

1x,0x 32  .При 

   0y1;x  кривая вогнутая; 

при    0y0;1x  кривая выпуклая; 

при    0y1;0x  кривая вогнутая; 

при    0y;1x  кривая выпуклая. Точка  0;0O  является точ-

кой перегиба. График исследуемой функции изображен на рис. 1.19. 

 

1.22. ФОРМУЛА ТЕЙЛОРА 

 

1.22.1. Формула Тейлора для многочлена 

Рассмотрим многочлен степени n : 

 

  n
n

2
210n xaxaxaaxP    (1.27) 

 

Дифференцируя последовательно n  раз, получим 

  1n
n

2
321n xnaxa3xa2axP   , 

    2n
n32n xan1nxa32a21xP   , 

     3n
n3n xan1n2na321xP   , 

 , 

    n
n

n an321xP  . 

Положим во всех равенствах 0x  , тогда найдем  
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 0Pa n0  , 
 

,
!1

0P
a n

1


  

 
,,

!2

0P
a n

2 


  

  
!n

0P
a

n
n

n  . (1.28) 

 

Подставив найденные значения коэффициентов n10 a,,a,a   в равенство 

(1.27), получим 

 

   
       n

n
n2nn

nn x
!n

0P
x

!2

0P
x

!1

0P
0PxP 





  . (1.29) 

 

Формула (1.29) называется формулой Маклорена для многочлена. 

Получим теперь разложение многочлена по степеням  0xx  , где 0x  

произвольное число. Пусть  

Обозначим txxtxx 00  . Тогда 

     tPtxPxP n0nn   и  

 

  n
n

3
3

2
210n tbtbtbtbbtP    (1.30) 

 

С учетом формул (1.28) получим 

 
 

,
!1

0P
b,0Pb

n

1n0



  
 

,,
!2

0P
b

n

2 



  

 
 
!n

0P
b

n
n

n  . 

 Но    ,txPtP 0nn      ,,txPtP 0nn 


 
 
    txPtP 0

n
n

n
n   

Следовательно, 

 

 
 

,
!1

xP
b,xPb 0n

10n0


  

 
,,

!2

xP
b 0n

2 


  

  

!n

xP
b 0

n
n

n  . (1.31) 

 

Подставив коэффициенты (1.31) в разложении (1.30), получим 

 

   
 

 
 

 

  
  .xx

!n

xP

xx
!2

xP
xx

!1

xP
xPxP

n
0

0
n

n

2
0

0n
0

0n
0nn









 

 (1.32) 

 

Формула (1.32) называется формулой Тейлора для многочлена. 

При 0x0   получаем частный случай формулы Тейлора – формулу 

Маклорена. 
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1.22.2. Формула Тейлора для произвольной функции 

Пусть функция  xf  определена в некоторой окрестности точки 0x  и 

имеет в ней производные до  1n  го порядка включительно. 

Тогда по аналогии с формулой (1.32) для функции  xf  можно построить 

многочлен 

 

   
 

 
 

 

  
  .xx

!n

xf

xx
!2

xf
xx

!1

xf
xfxP

n
0

0
n

2
0

0

0

0

0n









 

 (1.33) 

 

Многочлен  xPn  можно рассматривать как некоторое приближение (ап-

проксимацию) данной функции. Обозначая через  xR n  соответствующую 

ошибку (так называемый остаточный член), будем иметь  

     xRxPxf nn  , или в развернутом виде 

 

   
 

 
 

 

  
   .xRxx

!n

xf

xx
!2

xf
xx

!1

xf
xfxf

n
n

0

0
n

2
0

0

0

0

0









 

 (1.34) 

 

Формула (1.34) называется формулой Тейлора для функции  xf . 

Для остаточного члена получена формула 
 

 
   
 

  1n
0

1n

n xx
!1n

cf
xR







 , (1.35) 

 

где  00 xxxc  , 10  . 

Формулу (1.35) называют остаточным членом формулы Тейлора в 

форме Лагранжа. 

При 0x0   получаем формулу Маклорена: 

 

   
           

 
1n

1n
n

n

2 x
!1n

cf
x

!n

0f
x

!2

0f
x

!1

0f
0fxf 










  , (1.36) 

 

где 10,xc  . 
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1.22.3. Разложение по формуле Тейлора некоторых элементарных функ-

ций 

 

1. Разложение функции   xexf  . 

    ,10f,exf x   

    ,10f,exf x   

    ,10f,exf x   

 , 

      10f,exf nxn  . 

Подставляя полученные выражения в формулу (1.36), получаем 

 xR
!n

x

!3

x

!2

x

!1

x
1e n

n32
x   ,  

где  
 

10,e
!1n

x
xR x

1n

n 


 


. 

2. Разложение функций   xcos,xsinxf  . 

    00f,xsinxf  , 

    10f,
2

xsinxcosxf 






 
 , 

    00f,
2

2xsinxsinxf 






 
 , 

    10f,
2

3xsinxcosxf 






 
 , 

    00f,
2

4xsinxsinxf IVIV 






 
 , 

 , 

     
 

















 


.1k2nпри,1

,k2nпри,0

2

n
sin0f,

2
nxsinxf

k

nn

 
 

 
 

xcos
!3n2

x
1

!1n2

x
1

!5

x

!3

x
xxsin

3n2
1n

1n2
n

53













 . 

Аналогичным образом получается разложение функции   xcosxf  : 

 
 

 
 

xcos
!2n2

x
1

!n2

x
1

!4

x

!2

x
1xcos

2n2
1n

n2
n

42







 . 
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УЧЕБНО – МЕТОДИЧЕСКИЙ КОМПЛЕКС 
 

 

 

 

РАЗДЕЛ 4 «ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИИ  

ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ» 

 
 

 

 

2.Методические указания для студентов 
 

 

 

 

 



 

2.1. ПОНЯТИЕ ПРОИЗВОДНОЙ 

 

Пусть функция  xfy   определена на интервале  b,a . Разность 

0xxx   называется приращением аргумента в точке  b,ax0  . Раз-

ность      000 xfxxfxf   называется приращением функции в 

точке 0x .  

Если существует конечный предел 
 

 0
0

0x
xf

x

xf
lim 






, то он называ-

ется производной функции  xf  в точке 0x . 

Отыскание производной называется дифференцированием функции. 

 

Формулы дифференцирования основных элементарных функций 

 

1.   1nn xnx 


 2.   alnaa xx 


 

3.   xx ee 


 4.  
alnx

1
xlog a





 

5.  
x

1
xln 


 6.   xcosxsin 


 

7.   xsinxcos 


 8.   xsec
xcos

1
xtg 2

2



 

9.   xeccos
xsin

1
xctg 2

2



 10.  

2x1

1
xarctg





 

11.  
2x1

1
xarcctg


  12.  

2x1

1
xarcsin





 

13.  
2x1

1
xarccos





 

14.   xch
2

ee
xsh

xx














 





 

15.   xsh
2

ee
xch

2
xx










 





 16.  
xch

1

xch

xsh
xth

2















 

17.  
xsh

1

xsh

xch
xcth

2















 

 

 

Основные правила дифференцирования 

Пусть     xVV;xUU;сonstС  функции, имеющие произ-

водные. Тогда  
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1.   0С 


 2.   UCСU 


 

3.   VUVU 


  4.   VUVUVU 


  

5.
2V

VUVU

V

U 












 

 

 

6. Если  Ufy   и   xUU  дифференцируемые функции, то сложная 

функция   xUfy   также дифференцируема, причем    xUx Uyy  . 

Исходя из определения производной, найти производные следующих 

функций. 

ПРИМЕР 2.1. 1x2y  . 

Решение. Найдем приращение функции 

     xyxxyy   1x21xx2  .Тогда 

x

1x21x2x2

x

y









 

и 










 x

1x21x2x2
lim

x

y
limy

0x0x

  
 







 1x21x2x2x

1x21x2x21x21x2x2
lim

0x

1x2

1

1x21x2x2

2
lim

0x 






.  

Таким образом 
1x2

1
y


 . 

ПРИМЕР 2.2. xctgxy  . 

Решение. Найдем приращение функции 

    xxxxctgy   xxxctgxctgxxctg  . 

Воспользуемся формулой 
 






sinsin

sin
ctgctg . Тогда 

 
   

,x
xxsinxsin

xsin
x

xxsinxsin

xxxsin
y 









  
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 
1

xxsinxsin

x

xsin

x

y












и 

 

































1

xxsinxsin

x

xsin

lim
x

y
lim

0x0x
1

xsin

1
2

 .Итак 1
xsin

1
y

2
 . 

ПРИМЕР 2.3. 3x4xy 2  . 

Решение. Найдем приращение функции 

    xx4xxy
2

x4xxx23x4x3 22  . 

Тогда 
x

x4xxx2

x

y
2









 и 

  4x24xx2lim
x

x4xxx2
lim

x

y
lim

0x

2

0x0x












.  

Следовательно 4x2y  . 

 

2.2. ПРОИЗВОДНАЯ НЕЯВНО ЗАДАННОЙ ФУНКЦИИ. 

ЛОГАРИФМИЧЕСКАЯ ПРОИЗВОДНАЯ 

 

Если функция задана неявным уравнением   0y,xF  , т.е. не разрешен-

ным относительно y , то для нахождения производной xy  надо продифферен-

цировать по x  обе части этого уравнения, учитывая, что y  есть функция от x , 

и затем разрешить полученное уравнение относительно xy . 

Найти производные xy  следующих функций: 

ПРИМЕР 2.4. 09yx 22  . 

Решение. Так как y  является функцией x , то 
2y  сложная функция. Сле-

довательно   x
2 yy2y 


. Продифференцировав по x  обе части данного 

уравнения, получим 

        0yy2x20yx09yx 2222 











 , таким 

образом 
y

x
y  . 

ПРИМЕР 2.5. 0exylnx y23  . 

Решение. Дифференцируя по x  обе части уравнения, получим  
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      0ex2yex
y

y
x30exylnx yy22y23 











.  

Отсюда 
 

y2

2y

eyx1

yx3ex2
y




 . 

ПРИМЕР 2.6.      yxtgyxcosyxsin  . 

Решение. Продифференцируем обе части данного уравнения по x , полу-

чим 

               














xyxysinyxyxcosyxtgxycosxysin

 
        





 yxyxysinyxyxycosyx

yxcos

1
2

 
     

 








yxcos

1
yxysinyxycosy1

yxcos

1
2

2

   
 













yxcos

1
xysinxxycosxy

2
. Отсюда 

      

       1xxysinxxycosyxcos

1yxysinyxycosyxcos
y

2

2




 . 

 

ПРИМЕР 2.7. 02r3re 2 
.Найти  

2
d

dr













. 

Решение. Дифференцируя по  , и считая r функцией  , найдем  

0
d

dr
3r

d

dr
e 2 







отсюда  









3

re

d

dr 2

. 

Подставляя данные по условию значение 2  в исходное уравнение 

найдем соответствующее значение 1r
2




. Искомое частное значение про-

изводной 
d

dr
 при 2  будет равно 0

23

1e

d

dr 0

2


















. 

Логарифмическая производная функции f(x) > 0 есть производная от ло-

гарифма данной функции  xfln : 

 

   
 
 

.
xf

xf
xfln





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Вычисление логарифмической производной называется логарифмиче-

ским дифференцированием. Логарифмическое дифференцирование применяет-

ся при вычислении производной показательно-степенной функции  

 

    
,xfy

x
   

 

где  xf  и  x  имеют производные в точке 0x  и   0xf  , а также при нахо-

ждении производной произведения и частного нескольких функций. 

Найти производные y  от следующих функций. 

ПРИМЕР 2.8.   x
x3siny  . 

Решение. Найдем логарифм данной функции   x
x3sinlnyln   

или  x3sinlnxyln  . Дифференцируя обе части этого равенства, получим 

      
x3sin

x3cos3
xx3sinln

x2

1

y

y
x3sinlnxyln 








. Отсюда 

 
 

 





















 x3ctgx3

x2

x3sinln
x3sinyx3ctgx3

x2

x3sinln
yy

x

 

ПРИМЕР 2.9. 
5

3

4x15

1x21x6
y




 . 

Решение. Прологарифмируем данное равенство  

   

 
    


















 2

1

3

1

5

1

2

1

3

1

1x2ln1x6lnyln

4x15

1x21x6
lnyln  

       .4x15ln
5

1
1x2ln

2

1
1x6ln

3

1
yln4x15ln 5

1

  

Дифференцируя обе части последнего равенства, получим 

     












4x155

15

1x22

2

1x63

6

y

y
 



















4x15

3

1x2

1

1x6

2
yy  





















4x15

3

1x2

1

1x6

2

4x15

1x21x6
y

5

3

. 

 

ПРИМЕР 2.10. 
xy yx  . 
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Решение. Прологарифмируем обе части данного уравнения (по основа-

нию e), затем дифференцируем по y, рассматривая x как функцию y: 

ylnxxlny  ; 

; 

y

1
xylnx

x

x
yxln1 


 . Отсюда найдем:  

xln
y

x
yln

x

y
x 








 ; 

 
 ylnxyy

xlnyxx

dy

dx
x




 ; 

 
 

2.3. ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ ФУНКЦИЙЗАДАННЫХ  

ПАРАМЕТРИЧЕСКИ 

 

Если функция y  аргументаx  задана параметрическими уравнениями 

 

 

 







tyy

,txx
  

 

то производная функции y  по переменной x , т.е. xy  вычисляется по формуле: 

 

t

t
x

x

y
y




 .  

 

Найти производные от y  поx  для функций, заданных параметрически. 

ПРИМЕР 2.11. 










.tty

,t1x

3

2

 

Решение. Найдем t2x t   и
2

t t31y  . Следовательно 
t2

t31
y

2

x



 . 

ПРИМЕР 2.12. 








.tsinay

,tcosax
 

Решение. Найдем .tcosay;tsinax tt    

Тогда ctgt
tsina

tcosa
y x 




 . 
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ПРИМЕР 2.13. 
 








.t1lny

,tarcsinx

2
 

Решение.   Найдем 






2t

2
t

t1

t2
y;

t1

1
x  

  22

2

x

t1

t2

t1

t1t2
y







 . 

ПРИМЕР 2.14. 








ktcostcosky

ktsintsinkx
.Найти  

0tdx

dy











. Каков геометриче-

ский смысл результата? 

Решение. Найдем производные от x  и от y  по параметру t: 














ktsinktsink
dt

dy

ktcosktcosk
dt

dx

 

Искомая производная от y по x находится как отношение производных от 

y и от x по t:  

 
 

t
2

1k
tg

2

ktt
cos

2

ktt
cos2

2

ktt
cos

2

ktt
sin2

ktcostcosk

ktsintsink

dt

dx
dt

dy

dx

dy

















 . 

При 0t   получим 0
dx

dy
 . Согласно геометрическому значению произ-

водной в точке  1k;0  , где 0t  , касательная к графику данной функции па-

раллельна оси Ox . 

ПРИМЕР 2.15. 
 








1lny

2x 2

.Найти 
2

2

dx

yd
. 

Решение. Найдем производные от x и от y по параметру  : 


















1

1

d

dy

22
d

dx

. Найдем искомую производную от y по x: 
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 
  2

2
1

2

1

12

1

d

dx
:

d

dy

dx

dy
y








 . Далее находим производ-

ную от y  по , а затем искомую вторую производную от y по x как отношение 

производных от y  и от x  по  : 

  3
1

d

yd 





;   

 
   4

3

12

1

12

1

d

dx
:

d

yd

dx

yd
y


















.  

 

 

2.4. ПРИЛОЖЕНИЯ ПРОИЗВОДНОЙ К ЗАДАЧАМ 

ГЕОМЕТРИИ И МЕХАНИКИ 

 

Производная функции  xyy   при данном значении аргумента 0xx   

равна угловому коэффициенту касательной, проведенной к графику этой функ-

ции в точке с абсциссой 0x .     

 

 

y  

 000 y;xM  

  

 xyy   

0x  x  

 
 

 0xytg    

 

Уравнение прямой, касательной к графику  xyy   в точке  000 y;xM  

имеет вид  

 

  000 xxxyyy  .  

 

Если  xy  имеет в точке  000 y;xM  бесконечную производную, то 

уравнение касательной к графику этой функции в указанной точке имеет вид 

0xx  . 

Уравнение нормали, т.е. прямой, проходящей через точку  000 y;xM  

перпендикулярно к касательной, имеет вид 
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 
 0

0

0 xx
xy

1
yy 


 .  

 

Если при прямолинейном движении точки задан закон движения 

 tSS  , тогда скорость движения в момент 0tt   есть производная от пути по 

времени: 

 

 0tSV  .  

ПРИМЕР 2.16. Составить уравнение касательной и нормали к параболе 

3x6x2y 2   в точке  1;1M0  . 

Решение. Найдем производную функции 3x6x2y 2   при 1x  . 

Имеем 6x4y   отсюда   21y  . 

В результате получим искомые уравнения касательной  1x21y   

или 01yx2   и уравнение нормали  1x
2

1
1y   или 03y2x  . 

ПРИМЕР 2.17. Зависимость пути от времени при прямолинейном движе-

нии точки задана уравнением 
8

t
sin

2
t

5

1
S 5 


 , где t  время в секундах;    

S  путь в метрах.  

Определить скорость движения в конце 2-й секунды. 

Решение. Найдем производную от пути по времени 
8

t
cos

4

1
tS 4 
 . 

При 2t   имеем 18,16
8

2
16

4
cos

4

1
16S 


 . 

Следовательно, искомая скорость 18,16V   м/с. 

ПРИМЕР 2.18. Составить уравнения касательной и нормали к циклоиде 

tsintx  ; tcos1y   в точке, где 
2

t


 . 

Решение. Подставляя в уравнения циклоиды 
2

t


 , находим координаты 

точек касания: 1
2

x 


 ;  1y  . Найдем производные по x от y  из уравнений 

циклоиды как от функции, заданной параметрически: 
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2

t
ctg

2

t
sin2

2

t
cos

2

t
sin2

tcos1

tsin

dt

dx
dt

dy

y
2




  и вычислим ее значение для 

точки касания 1
2

yy0 






 
 .Подставляя 00 y,x  и 0y  в уравнение касатель-

ной и нормали получим уравнение касательной 04y2x2   и уравне-

ние нормали 0y2x2  . 

ПРИМЕР 2.19. Составить уравнение касательной и нормали к кривой 

1xy 3   в ее угловой точке. 

Решение. Найдем производную y  и затем угловую точку данной кривой 

из  условия, что для этой точки производная y  не существует, но существуют 

различные односторонние производные: 

23 x31xy 


 , где плюс соответствует интервалу 1x  , в котором 

01x3  , а минус – интервалу 1x  , где 01x3  . Отсюда заключаем, что 

точка, где 1x   является угловой, в этой точке кривая имеет две односторон-

ние касательные с угловыми коэффициентами:    31y
x

y
limk

0x
1 




 


 и  

   31y
x

y
limk

0x
2 




 


. Пользуясь общими уравнениями касательной и 

нормали получим: уравнение касательных 03yx3   и 03yx3  и 

уравнения нормали 01y3x   и 01y3x  . 

ПРИМЕР 2.20. Точка движется по кубической параболе 
3xy12  . Какая 

из ее координат изменяется быстрее? 

Решение. Считая в уравнении параболы y сложной функцией от времени t 

и дифференцируя его по t , получим 
dt

dx
x3

dt

dy
12 2 . 

Отсюда найдем отношение скоростей ординаты и абсциссы: 

4

x

dt

dx
:

dt

dy 2

 .  При 2x   это отношение будет меньше 1, при 2x   - 

равно 1, и при 2x   оно будет больше 1. Следовательно:  

1) при 2x2   ордината изменяется медленнее абсциссы; 

2) при 2x   скорости изменения абсциссы и ординаты одинаковы; 

3) при 2x   и 2x   ордината изменятся быстрее абсциссы. 

ПРИМЕР 2.21. Резервуар, имеющий форму полушара, с внутренним ра-

диусом R  (м), наполняется водой со скоростью Q  м/с. Определить скорость 

повышения уровня воды в резервуаре в момент, когда он будет равен 0,5R. 
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Решение. Обозначим через h  уровень воды в м. и через V  ее объем в 
3м . 

Найдем зависимость между переменными  h и V , пользуясь формулой для 

объема шарового сегмента: 











3

h
RhV 2

. Дифференцируя это равенство по времени t, найдем 

зависимость между скоростями изменения переменных h и V 

 
dt

dh
hRh2

dt

dh
h

3

1

3

h
Rh2

dt

dh

dh

dV

dt

dV 22 
















 . 

Полагая, согласно условию Q001,0
dt

dV
  ( c/м3

), получим 

 hR2h

Q001,0

dt

dh


  ( c/м ). При 

2

R
h  , получим 

2R3

004,0

dt

dh


  (м/с). 

 

ПРИМЕР 2.22. Скорость прямолинейного движения тела пропорциональ-

но квадратному корню из пройденного пути (как например, при свободном па-

дении). Доказать, что это движение происходит под действием постоянной си-

лы. 

Решение. По закону Ньютонасила F , вызывающая движение, пропорцио-

нально ускорению 

2

2

dt

sd
kF  . Согласно условию s

dt

ds
 . Дифференцируя это равенство 

найдем  
2

s
s2dt

ds

s2dt

sd 2

2

2 






 . Следовательно, действующая сила 

2

k
F

2
  (const).   

 

2.5. ДИФФЕРЕНЦИАЛ  ФУНКЦИИ 

 

Дифференциалом 1-го порядка dy  функции  xyy   называется главная 

часть ее приращения, пропорциональная приращению x  независимой пере-

менной x . 

Дифференциал независимой переменной dx  равен ее приращению x . 

Дифференциал любой дифференцируемой функции  xyy   равен про-

изведению ее производной на дифференциал независимой переменной. 

 

 dxxydy    

 

Это выражение верно и в том случае, когда x  является функцией другого 

аргумента. 
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Если x  достаточно мало по абсолютной величине, то с точностью до 

бесконечно малых более высокого порядка малости, чем x , имеет место при-

ближенное равенство: 

 

dyy    

или 

      xxyxyxxy  .  

 

Основные свойства дифференциала 
 

1) ,0dС   где ;constC   

2)   ;dUCUCd   

3)   ;ddUUd   

4)   dUdUUd  ; 

5) ,
dUdUU

d
2













 где  ;0  

6)     .dUUfUfd   

 

ПРИМЕР 2.23. Найти дифференциал функции 
2xey  . 

Решение. dxx2edxedy
22 xx






 







 . 

ПРИМЕР 2.24. Вычислить приближенное значение 51,0arcsin . 

Решение. Рассмотрим функцию xarcsiny  , полагая 

;5,0x0  01,0x   и применяя формулу 

      xxfxfxxfdyy 000 

      xxfxfxxf 000  , получим 

   01,05,0arcsin

    





5,0arcsin51,0arcsin01,0xarcsin5,0arcsin
5,0x0

 

 
513,001,0

6
01,0

5,01

1

2






 . 

ПРИМЕР 2.25. Сравнить приращение и дифференциал функции 
23 x5x2y  . 

Решение.      2323
x5x2xx5xx2y  

    ,x2x5x6xx10x6 322    .dxx10x6dy 2   
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Разность между приращением функции и ее дифференциалом есть беско-

нечно малая более высокого порядка малости по сравнению с x , равная  

  32 x2x5x6  . 

ПРИМЕР 2.26. Найти дифференциал функции  






3

sin
3

cosF . 

Решение.   






























 d

3
sin

3
cos

3
sin

3
cosddF  




























 

























 



 d

3
cos

3

3
sin

3

1
d

3

3
cos

33
sin

2
. 

ПРИМЕР 2.27.   x5x10 arcctgee1lnz  ;
1,0dx;0x

dz


. 

Решение.
   










































 dx
e1

e5

e1

e10
dx

e1

e

e1

e1
dz

x10

x5

x10

x10

x10

x5

x10

x10

 

 
dx

e1

1e2e5
x10

x5x5




 . Полагая 0x   и 1,0dx  , получим 25,0dz  . 

 

2.6. ПРОИЗВОДНЫЕ И ДИФФЕРЕНЦИАЛЫ  

ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ 

 

Производной второго порядка функции  xfy   называется производ-

ная от ее производной, т.е.  y . 

Вторая производная обозначается y   или  xf  . Если существует произ-

водная от второй производной, то ее называют третьей производной и обозна-

чают  xf   или y   

 

     xfxf .  

 

Производной n го порядка называют производную от производной 

 1n го порядка. Производную n го порядка обозначают 
  xf n

 или
 ny  

 

          xfxf 1nn
.  

 

Производная скорости по времени есть скорость изменения скорости, т.е. 

ускорение 
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    tStSa 
 .  

 

Если функция задана параметрически, то производные ;yy xxx;xx
  вы-

числяются по  формулам 

 

 

 3t

tttttt

t

tx
xx

x

yxxy

x

y
y









   

 

 

t

txx

xxx
x

y
y




   

 

и т.д. 

Дифференциалом второго порядка функции  xfy   называется диф-

ференциал от дифференциала первого порядка:  dydyd2  . 

Аналогично определяется дифференциал третьего порядка: 

   yddyd 23   и в общем виде   yddyd 1nn  . 

Если  xfy  , где x  - независимая переменная, то дифференциалы 

высших порядков вычисляются по формулам  22 dxyyd  ; 

 33 dxyyd  ,     nnn dxyyd  . 

ПРИМЕР 2.28. Найти дифференциалы первого, второго и третьего поряд-

ков функции  33x2y  . 

Решение.     dx3x26dx23x23dy
22

 ; 

    222 dx3x224dx23x212yd  ;
333 dx48dx224yd  . 

ПРИМЕР 2.29. Найти  1f  , если   5xxf  . 

Решение.       344 x20x5xf;x5xf 


 ; 

      601601fx60x20xf 223 


 . 

ПРИМЕР 2.30. Найти 
   xf n

, если    xxf , где 0x  . 

Решение.     ;xxf
1

     2x1xf   

     3x21xf  .  Далее по индукции  

        nn x1n21xf   . 

ПРИМЕР 2.31. Тело движется прямолинейно по закону 

1t3t10S 2  , где S  в метрах; t  в секундах. Доказать, что движение 

происходит под действием силы. 
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Решение. Находим     3t201t3t10tS 2 


  

    203t20tS 


 . 

Это означает, что ускорение  постоянно и равно 20  м/с. Так как по закону 

Ньютона  действующая сила пропорциональна ускорению, то она постоянна. 

ПРИМЕР 2.32. Найти xxy  , если ;tcosax 3 tsinay 3 . 

Решение.
 

 
ttg

tsintcosa3

tcostsina3

tcosa

tsina
y

2

2

t
3

t
3

x 







  

 

  tcostsina3

1

tsintcosa3

tsec

tcosa

ttg
y

42

2

t
3

t

xx 










 . 

ПРИМЕР 2.33. Найти дифференциалы второго и третьего порядков функ-

ции 
t2ev  . 

Решение. dte2dv t2 ;
2t22 dte4vd  ;  

3t23 dte8vd  . 

ПРИМЕР 2.34. Найти дифференциалы второго и третьего порядков функ-

ции  1xlnxy  . 

Решение. 

    dx1xlnx1xlnxdy


    dx
x

1
x1xlndy 








 

 dx11xlndy   xdxlndy  . 

 xdxlndyd2   22 dx
x

1
yd  ; 

 yddyd 23   







 23 dx

x

1
dyd  3

2

3 dx
x

1
yd  . 

 

2.7. ПРАВИЛО ЛОПИТАЛЯ 

 

Пусть функции  xf  и  x  дифференцируемы в  окрестности точки 

0x  и   0x   при всех x  из этой окрестности, тогда, если 

 

    0xlimxflim
00 xxxx




  

 

или 

 

    ,xlimxflim
00 xxxx



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т.е. частное 
 
 x

xf


имеет в точке 0xx   неопределенность типа

0

0
 или 




, то 

 
 

 
 x

xf
lim

x

xf
lim

00 xxxx 




 
  

при условии, что существует предел отношения производных. 

Если частное 
 
 x

xf




 в точке 0xx   будет также неопределенностью вида 

0

0
 или 




 и  xf  и  x  удовлетворяют соответствующим условиям, то следу-

ет перейти  к отношению вторых производных и т.д. 

В случае неопределенности 0  или   необходимо алгебраически 

преобразовать данную функцию так, чтобы привести к неопределенности вида 

0

0
 или 




  и далее воспользоваться правилом Лопиталя. 

В случае неопределенности вида 
00  или

0 или
1  следует прологариф-

мировать данную функцию и найти предел ее логарифма. 

 

Применяя правило Лопиталя, найти предел следующих функций. 

ПРИМЕР 2.35. 
xctg

xln
lim

0x
. 

Решение. Здесь имеет место неопределенность 



. Применим правило 

Лопиталя, т.е. рассмотрим предел отношения производных заданных функций 

x

xsin
lim

xsin

1
x

1

lim
xctg

xln
lim

2

0x

2

0x0x 







. 

Последний предел дает неопределенность 
0

0
. Снова применим правило 

Лопиталя и получим 0
1

xcosxsin2
lim

x

xsin
lim

xctg

xln
lim

0x

2

0x0x



. 

ПРИМЕР 2.36.  x3ctgxlim
0x




. 

Решение. Здесь имеет место неопределенность вида 0 . Записав дан-

ную функцию как дробь, имеем 








 x3tg

x
lim

0x
, получаем неопределенность 

0

0
, 
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т.е. воспользуемся в новом выражении правилом Лопита-

ля  
3

1

x3cos

3

1
lim

x3tg

x
limx3ctgxlim

2

0x0x0x



. 

ПРИМЕР 2.37. 











 3x

1

x9

6
lim

23x
. 

Решение. В данном случае имеем неопределенность вида  . Приведя 

выражение в скобках к общему знаменателю, получим 






 23x x9

x36
lim

23x x9

3x
lim







. В результате имеем неопределенность вида 

0

0
. 

Применив правило Лопиталя, находим 
6

1

x2

1
lim

x9

3x
lim

3x23x










. 

ПРИМЕР 2.38. x1

1

1x
xlim 


. 

Решение. В данном случае имеем неопределенность вида 
1 . Обозначим 

данную функцию через y , т.е. x1

1

xy  , и прологарифмируем ее 

xln
x1

1
xlnyln x1

1


















  . Вычислим предел логарифма данной функции, 

применяя правило Лопиталя (имеем здесь неопределенность вида 
0

0
). 

1
1

x

1

lim
x1

xln
limylnlim

1x1x1x









, так как    ylimlnylnlim

1x1x 
 , то 

  1ylimln
1x




. Отсюда окончательно получаем 
1

1x
eylim 


 . 

ПРИМЕР 2.39. 
nn

mm

ax ax

ax
lim






 

Решение. В данном случае мы имеем неопределенность вида 
0

0
 и приме-

няя правило Лопиталя получим: 

nm

1n

1m

axnn

mm

ax
a

n

m

nx

mx
lim

0

0

ax

ax
lim 











. 

ПРИМЕР 2.40. 
bxcos1

axcos1
lim

0x 




 



 93 

Решение. 
2

2

2

2

0x0x0x b

a

bxcosb

axcosa
lim

0

0

bxsinb

axsina
lim

0

0

bxcos1

axcos1
lim 






. 

ПРИМЕР 2.41. xln21

6

0x
xlim 


 

Решение. В данном случае имеем неопределенность 
00 . Преобразуем за-

данное выражение xln21

6

0x
xlima 


 . Прологарифмируем обе части  

3
2

1
6

x

2
:

x

1
lim6xln

xln21

6
limxlnlimaln

0x0x

xln21

6

0x

































Искомый предел 
3ea  . 

ПРИМЕР 2.42. 1x

m

1x

2

xlim 


 

Решение. В данном случае имеем неопределенность 
1 . Обозначим дан-

ное выражение 1x

m

1x

2

xlima 


 . Прологарифмируем обе части 

2

m
x2:

x

1
limm

0

0

1x

xlnm
limxlnlimaln

1x21x

1x

m

1x

2



















.  

Значит искомый предел равен 
m2

m

eea  . 

 

2.8. ФОРМУЛА ТЕЙЛОРА 
 

Формула Тейлора:  

 

 

где 
 

 
  1n

1n

n ax
!1n

cf
R







 , 

где c  - некоторое среднее значение между a  и x ,  axac  ,  

10   позволяет приближенно представить (аппроксимировать) произволь-

ную функцию  xf  в виде многочлена, называемого многочленом Тейлора. 

   
 

 
 

 
 

 

 
  ,Rax

!n

af
...

ax
!3

af
ax

!2

af
ax

!1

af
afxf

n

n
n

32













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Вместе с тем позволяет оценить возникающую при этом погрешность nR , ко-

торая во многих случаях может быть сделана сколь угодно малой. 

ПРИМЕР 2.43. Представить функцию   3 xxf   в виде многочлена пя-

той степени относительно двучлена  1x  . 

Решение. Вычислим значение функции   3

1

xxf   и ее производных до 

пятого порядка включительно при 1a  : 

  11f  ;    3

2

x
3

1
xf



 ;    
3

1
1f  ;     3

5

x
9

2
xf



 ;   
9

2
1f  ;   

  3

8

x
27

10
xf



 ;    
27

10
1f  ;     3

11

IV x
81

80
xf



 ;  
81

80
f IV  ;  

3

14

V x
243

880
f



 ;  
243

880
f V  . 

Следовательно, по формуле Тейлора получим 

       

  ;R1x
!5243

880

1x
!481

80
1x

!327

10
1x

!29

2
1x

3

1
1x

5

5

4323

















 

где 
 

   63

17
6

VI

5 1x
!6729

12320
1x

!6

f
R 









, x1  . 

ПРИМЕР 2.44.  Вычислить с точностью до 
310
 приближенное значение 

3 29  

Решение.  Представим заданный корень так 

3

1

33

27

2
1322729 








 . Воспользуемся биномиальным разложением: 

 

 
     

n
n2m

Rx
!n

1nm...1mm
...x

!2

1mm
x

!1

m
1x1 





 ,  

 

где  
   

 
  1nm1n

n x1x
!1n

nm...1mm
R

 



 . 

Погрешность может быть сделана сколь угодно малой при 1x   и при 

достаточно большом n . Полагая 
27

2
x  ,

3

1
m  , получим  
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




















 n4

5

3

3 R...
81

52

81

5222

8181

22

81

2
1329   

002,0
81

223
R3

21 


 ,   0003,0
81

52223
R3

32 


 .  

 

Следовательно, для вычисления с заданной точностью достаточно взять 

три члена, которые предшествуют остатку 2R , т.е.  

 

  072,30006,0024,013293  .  

 

2.9. НАИБОЛЬШЕЕ И НАИМЕНЬШЕЕ ЗНАЧЕНИЯ  

ФУНКЦИИ НА ОТРЕЗКЕ 

 

Рассмотрим функцию  xfy  , непрерывную на отрезке  b;a . Извест-

но, что  xf  на b;a  принимает свое наибольшее и наименьшее значения. 

Если максимум (минимум) достигается на интервале  b;a , то в этой 

точке имеет место экстремум. Поэтому для нахождения наибольшего и наи-

меньшего значений функции на отрезке  b;a  необходимо: 

1) найти критические точки на  b;a ; 

2) вычислить значения функции в найденных критических точках и в 

точках ax  , bx  ; 

3) из этих значений выбрать наибольшее и наименьшее. 

 

 ПРИМЕР 2.45. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 

8x12x9x2y 23   на 3;0  

Решение. Находим критические точки: 

012x18x6y 2  ; 02x3x2  ,   1x1  ,   2x 2  , 

  80y  ,     11y  ,     22y  ,      33y  . 

Наибольшее значение функции при 3x   равно 3. 

Наименьшее значение функции при 0x   равно -8. 

Замечание.  Если функция  xf  имеет в точке  b;ac  максимум (ми-

нимум)  и не имеет в интервале  b;a  других экстремумов,  то в точке c  xf  

достигает наибольшего (наименьшего) значения на отрезке  b;a  (рис.2.1). Это 

освобождает нас от вычисления значения функции в граничных точках отрезка. 
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Замечание. В помощью теории максимума и минимума решаются раз-

личные оптимизационные задачи. 

ПРИМЕР 2.46. Из круглого бревна нужно вырезать балку наибольшей 

прочности. Прочность прямо пропорциональна ширине и квадрату толщины.  

Решение. Пусть d  - диаметр бревна, x  - ширина,  y  - толщина, 

222 xyd  ;  
222 xdy  ;  p  - прочность,   

   32222 xxdkxdkxkxyp  . 

Тогда надо найти наибольшее значение функции    32 xxdkxp    на 

отрезке  d;0 : 

   22 x3dkxp  ,     0xp  . Отсюда 
3

d
x 0   - критическая точка;  

  kx6xp  ,     0
3

d
k6xp 0  . Значит, в точке 0x  - максималь-

ное значение функции  xp  на промежутке  d;0 . 

3

2
dxdy 2

0
2

0  ,   2
x

y

0

0  . 

ПРИМЕР 2.47. Найти такой цилиндр, который бы имел наибольший объ-

ем при данной полной поверхности S . 

Решение. Пусть радиус основания x , а высота равна y . Тогда 

xy2x2S 2  , т.е. 















 x2

x

S

2

1

x2

x2S
y

2

. Следовательно, объем 

цилиндра выразится так 

  32 xx
2

S
x2

x

S

2

1
xxVV 











 . 

 

y  

x  a  c  b  

y  

x   
 

 b  

Рис. 2. 1  

a c 

y 

x a b 
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Исследуем функцию  xV  на максимум при 0x  . Найдем 

2x3
2

S

dx

dV
  и приравняем ее к нулю, отсюда 




6

S
x . 

Найдем вторую производную:  x6
dx

Vd
2

2

 . 

Так как при 



6

S
x  выполняется условие 0

dx

Vd
2

2

 , значит объем име-

ет наибольшее значение при x2
6

S
2

6

S
2

6

S
2S

y 










 , т.е. осевое сече-

ние цилиндра должно быть квадратом. 

 

2.10. ОБЩАЯ СХЕМА ИССЛЕДОВАНИЯ ФУНКЦИИ 

И ПОСТРОЕНИЕ ЕЕ ГРАФИКА 

 

Общее исследование функции и построение ее графика рекомендуется 

выполнять по следующей схеме: 

1. Найти область определения функции. 

2. Проверить заданную функцию на четность и нечетность. 

3. Проверить периодичность функции. 

4. Определить точки пересечения с осями координат, определить проме-

жутки знакопостоянства функции. 

5. Определить интервалы непрерывности и точки разрыва. 

6. Найти асимптоты и определить поведение функции при x . 

7. Найти интервал монотонности функции и точки экстремума с помо-

щью первой производной. 

8. Найти интервалы выпуклости и точки перегиба с помощью второй 

производной. 

9. Определить область значений функции. 

10. Построить график функции. 

 

ПРИМЕР 2.48. Построить график функции 
1x

x
y

2


 . 

Решение. Прежде чем построить график этой функции, проведем полное 

исследование ее поведения. 

1) Здесь       ;11;yD  . 
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2) Так как область определения функции не симметрична относительно 

начала координат, то исследуемая функция не является ни четной, ни нечетной; 

кроме того  
 

x1

x

x1

x
xy

22







 , т.е.    xyxy  и    xyxy  . 

3) Функция не является  периодической. 

4) Функция обращается в нуль при 0x   и терпит разрыв в точке 

1x  , так как функция в этой точке неопределена. Названными точками об-

ласть определения функции делится на три промежутка   1; ; 0;1  и 

 ;0 , в каждом из которых функция сохраняет определенный знак, т.е. при  

 1;x   имеем   02y   

 0;1x      имеем    05,0y   

  ;0x    имеем     01y   

5) В точке 1x   функция неопределена, причем 
 1x

x
lim

2

01x
; 


 1x

x
lim

2

01x
. Следовательно в точке 1x   функция претерпевает бес-

конечный разрыв (разрыв 2-го рода). Определим поведение функции на 

 
 1x

x
lim

2

x
; 

 1x

x
lim

2

x
. 

6) Так как в точке 1x    функция имеет бесконечный разрыв, то график 

функции имеет вертикальную асимптоту 1x  . Для отыскания наклонной  

асимптоты найдем следующие пределы: 
 

1
1xx

x
limk

2

x






; 

1
1x

x
limx

1x

x
limb

x

2

x






















. Таким образом, прямая 

1xy   служит наклонной асимптотой графика. 

7) Дифференцируя данную функцию, получим 

 

 







2

2

1x

x1xx2
y

 

 

 22

2

1x

2xx

1x

x2x









 .Производная y  обращается в 

нуль при 0x;2x 21   и терпит разрыв при 1x3  . Этими точками чи-

словая ось делится на четыре промежутка:         ;0;0;1;1;2;2; . 

Выясним знак y  в каждом из них  

    03y2;x  ;        05,1y1;2x  ; 

    05,0y0;1x  ;         01y;0x  . 

Следовательно, в промежутках  2;  и ;0  функция возрастает, а 

в промежутках  1;2   и  0;1  функция убывает. Точки 2x   и 0x   яв-
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ляются соответственно точками максимума и минимума. Найдем значения 

функции в экстремальных точках   ;42yymax    00yymin  . 

 

8) Дифференцируя дважды данную функцию, получим  

     
 







4

22

1x

x2x1x21x2x2
y  

   33

22

1x

2

1x

x2x1x2x
2







 .  

Вторая производная y   терпит разрыв в точке 1x  . Этой точкой чи-

словая ось разбивается на два промежутка:  1;  и  ;1 . Определим 

знак второй производной в этих интервалах: 

при   0y1;x  ;    при   0y;1x  . 

Таким образом, в интервале  1;  кривая выпуклая, а в интервале  

  ;1  вогнутая. Точек перегиба нет. 

 

9) Используя полученные результаты, строим график функции 

 

 
 

 

ПРИМЕР 2.49. Построить график функции 
xexy  . 

Решение. 1) Здесь   RyD  ,   ;x . 

2) Функция не является ни четной,  ни нечетной, так как  

   xfexxf x  
и    xfxf  . 

3) Функция не является периодической. 

 

4 

 

 

 

y  

x  1  

 

 

  

 

1 x    1 x y    
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4) Так как функция обращается  в нуль только при 0x  , то она имеет 

два промежутка знакопостоянства 0;  и  ;0 . В первом из них 0y  , во 

втором 0y  . 

5) Так как функция является элементарной, и   RyD  , то функция не-

прерывна в  yD , то есть на  интервале   ; . Причем 




x

x
exlim ; 0exlim x

x



. 

6) Так как при x 0y  , то исследуемая функция имеет левую го-

ризонтальную асимптоту с уравнением 0y  . Вертикальных и наклонных 

асимптот кривая не имеет. 

7) Найдем производную данной функции 

  


 xxx exeexy  1xex  . 

Производная y  обращается в нуль при 1x  . Тогда 1x   делит об-

ласть определения функции на два интервала  1;  и   ;1 . В первом из 

них 0y  , а во втором - 0y  . Следовательно, функция в интервале 

 1;  убывает, а в интервале   ;1  возрастает. Точка 1x   есть 

точка минимума.    
e

1
1yymin  . 

8) Найдем вторую производную    2xee1xey xxx  . Она 

обращается в нуль при 2x  .Тогда  yD  разделяется на два интервала  

 2; и   ;2 . В первом из них 0y  , во втором 0y  . Следова-

тельно, график функции в интервале  2;  выпуклый, а в интервале 

  ;2  вогнутый.  2x  абсцисса точки перегиба. Точка перегиба имеет 

координаты 









2e

2
;2 . 

9) По полученным результатам строим график функции. 

 
 

x  

y  

0  

1  2  











2e

2
;2  











e

1
;1  
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ПРИМЕР 2.50. Исследовать и построить график функции x

1

ey   

Решение. 1)    0;yD    ;0 ; 

2) функция не является ни четной, ни нечетной; 

3) функция непериодическая; 

4) график не имеет пересечений с осями координат  0y  , точка 0x   

не входит в область определения. 

5) функция непрерывна при  yDx . 

0elim x

1

0x



,    



x

1

0x
elim . 

6) 0
x

e
limk

x

1

x



,     1elimkxelimb x

1

x

x

1

x
















. 

Следовательно,  1y  - горизонтальная асимптота при  x ; 

7) исследование производной  x

1

2
e

x

1
y   представлено в следующей 

таблице 

x   0;  0  ;0  

y  - не существует - 

y  
 

нет экстремума  
 

 

Знак « »  означает убывание функции. 

8)  исследование второй производной  x

1

4
e

x

x21
y


  представлено в 

таблице 

x  










2

1
;  

2

1
  








 0;

2

1
 

 

0  

 

 ;0  

y    

- 
 

0 
 

+ 
не 

существует 

 

+ 

y   

 
точка 

перегиба 

 

 
нет 

перегиба 

 

 

 

Знаки  и   означают выпуклость вверх и вниз. 

9)   yE  1;0  ;1 . 

10) график функции x

1

ey   представлен на рис. 2.2. 
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0  

1  

x  

y  

Рис. 2.2 
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УЧЕБНО – МЕТОДИЧЕСКИЙ КОМПЛЕКС 
 

 

 

 

РАЗДЕЛ 4 «ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИИ  

ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ» 

 
 

 

 

3. Материалы для самостоятельной работы студентов 
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3.1. КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

 

1. Понятие производной. 

2. Геометрический смысл производной. Уравнения касательной и норма-

ли к графику функции. 

3. Механический смысл производной. 

4. Правило Лопиталя. 

5. Понятие дифференциала. Связь дифференциала с производной. 

6. Геометрический смысл дифференциала. 

7. Применение дифференциала к приближенным вычислениям. 

8. Основные правила и формулы дифференцирования. 

9. Производная сложной функции. 

10. Инвариантность формулы дифференциала. 

11. Дифференцирование функций, заданных параметрически и неявно. 

12. Достаточные условия монотонности функции на отрезке. 

13. Точки экстремума. Необходимое условие экстремума. 

14.  Достаточные признаки максимума и минимума функции. 

15. Наибольшее и наименьшее значения функции, непрерывной на отрез-

ке. 

16. Выпуклость  и вогнутость графика функции. Достаточные условия 

выпуклости и вогнутости. 

17. Точки перегиба графика функции. Необходимое и достаточное усло-

вие точек перегиба. 

18.  Асимптоты графика функции. 
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3.2. ЗАДАЧИ И УПРАЖНЕНИЯ ДЛЯ 

САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ 

 

3.2.1. Найти производные функций, заданных явно. 

 

1. ;4
x

3

x

4
xy

32

5 3   2. ;xcosxxy 4 33   

3. ;xcosxy 2  4. ;xarctg1xy 3   

5. ;xarccosx
xcos

xlog
y a   6. ;

1x

x
y


  

7.  ;xcosxsine
3

1
y x   8.  ;xarcsinx1x

2

1
y 2   

9. ;xarctglny 3  10. ;2x2tgy 3   

11.  ;x1lnxy 2  12.   ;xsinx1xy 22   

13. ;x2sinx2y   14.  ;3x2x1xlny 2   

15. ;
3

x
arccos

3

1
y   16. ;

xa

xa
lny

23

23




  

17. ;
3

x
ctgy 3  18. ;x1coslogy 3

7   

19. ;10y x3sin3 3  20.  ;x1xagctgy 2  

21. 
 

;
x1log

xarcsin3
y

4
2

2


  22. ;

e

xsinlog

3

1
y

x3

3
3  

23. ;
x

2
lnarctg2y 








  24. ;

xarcsin4

xcosln
y

2
  

25. ;
xcos

1
logy 3  

 

26. 1x2siny 2  ; 

27.  1elnarctgy x  ; 28. xsinlny  ;  

29. 
3

x
cosy 2 ; 

30. 
x2tg2y  . 
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3.2.2. Найти производные xy  неявных функций. 

1. ;0y2yx 22   2.  ;yxcosy   

3. ;yctgyx   4.  ;yxarctgx   

 

5. ;yxyx 2233   
6. ;0

x

y
yln   

7. ;666 yxyx   8. ;yarctgx2y   

9. ;yx5ysin5 2x   10. ;yxex   

11. ;012ee yxyx   12. ;0xsinyysinx   

13. ;0
x

y
e

x

y
3x

y

  
14. ;0xcosyysinx 32   

15. xlny
y

x
arcsin  ; 

16.   0yxcose 22xy  ; 

17.   x7
y

x
y2xcos

3

 ; 18. x3cos
x

y
exy  ; 

19.     2yxycosxysin  ; 20.  y2xsinyx 33  . 

 

3.2.3. Найти производные y  функций 

1. ;xy 1x  2. ;xy x2sin  

3.   ;xy
x2tg

  4.   ;xcosy
3 x

  

5.   
;x3siny

4x2
  6.   ;x2cosy

xsin
  

7.   ;xarctgy
1x2

  8. ;
x

1
y

xarcsin









  

9.   ;xy
x4cos4  10.   ;x3tgy

x6sin
  

11.     ;3x1x75x2y
3

  12.       ;2x7x24x3y
354

  

 

13.     ;4x1x2xy
325 2

  14. 
   

 
;

9x2

7x45x6
y

3

24 3




  

15. 
   

 
;

1x6

1x109x4
y

3 2

5 43




  16. ;

x2sin1x

xln
y

3


  

17. ;
1x

xarcsine
y

2

x




  18. 

 

 
;

1x2

1x141x2
y

3

4 2




  



107 

19.   ;x1y
2x

3  20.   ;1xy x

1
2   

21. 
xxxy  ; 22. 

xlnxy  ; 

23.   x2 1xy  ; 
24. xln

1

xy  ; 

25. 
 

1x5

4xe
y

4x2




 . 

 

 

3.2.4. Найти производные от y  по x  для параметрически заданных функ-

ций: 

1. ;
1t

t1
x

2

3




  .

1t

t
y

2 
  

2.  ;t1lnx 2  .tarctgty   

3. ;
t1

t3
x

2
   .

t1

t3
y

2

2


  

4.  ;sin2x     .cos12y   

5. ;tx 3  .ty 4  

6. ;ex t2  .ey t  

7. ;ex t  .tsin5y   

8. ;tsin5x   .tcos5y   

9.  ;t1lnx 2  .tarctgy   

10.  ;tcosttsinax    .tsinttcosay   

11. ;tsinx 2  .tcosy 2  

12. ;3tx 2   .7ty 5   

13. ;ex   .ey 3  

14. ;tlnx   .ty 2  

15. ;1t3tx 3   .1t5t3y 25   

16. ;tsinex t  .tcosey t  

17. tch5x  ; tsh4y  . 

18.  2t1ln
2

1
x  ; 

 

tarcsiny  . 

19. tsintx  ; tcos1y 2 . 

20. 
t

1t
x


 ; 

t

1t
y


 . 
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3.2.5. Решить геометрические и физические задачи. 

 

1. Найти уравнение касательной и нормали: 

а) к гиперболе 
1x

1x
y




  в точке  3;2A ; 

б) к кривой 1x4xy 23   в точке с абсциссой 1x0  ; 

в) к параболе 4x4xy 2   в точках, ординаты которых равны едини-

це. 

2. Найти угол наклона к оси x0  касательной, проведенной к гиперболе 

1y4x 22   в точке 








2

3
;22A . 

3. Составить уравнение касательной к окружности 

03y2x2yx 22   в точке ее пересечения с осью x0 . 

4. Из точки  5;1A  , не лежащей на параболе 8x3xy 2  , про-

вести касательные к ней. 

5. Составить уравнение касательной, проведенной из точки 









2

1
;0A  к 

ветви гиперболы 1xy 2  . 

6. На линии 
23 x3xy   найти точки, в которых касательная параметра 

оси абсцисс. 

7. На синусоиде xsiny   найти точки, в которых касательная парал-

лельна прямой 01yx  . 

8. К кривой 1x3x2xy 24   провести касательные, параллельные 

прямой 01yx3  . 

9. Составить уравнение касательной к окружности 32yx 22   перпен-

дикулярно прямой 04yx  . 

10. Составить уравнение касательной к кривой 









3tty

1tx
2

2

 в точке 

 1;3M  . 

11. Найти уравнения касательной и нормали к кривой 








tsin4y

tcos2x
   в 

точке 
4

t


 . 
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12. Составить уравнения касательной и нормали к кривой 









3t4ty

3t3tx
2

2

    в точке  1;1M  . 

13. Найти точки кривой 









1tty

t12t9t2x
2

23

 , в которых касательная 

параллельна оси y0 . 

14. Точка движется по оси абсцисс по закону  

 t12t2t4t
4

1
x 234  , где x  в метрах; а t  в секундах.  

В какой момент времени точка остановится. 

15. Тело массой 25  кг движется прямолинейно по закону  2t1lnx  . 

Найти кинетическую энергию тела 










2

Vm 2

 через 2  с после начала движения. 

16. Радиус круга изменяется со скоростью 5  см/с. С какой скоростью из-

меняется длина окружности. 

17. Точка движется по параболе xy  . Какая из ее координат изменя-

ется быстрее?  

18. Точка движется по архимедовой спирали  a . Найти скорость из-

менения полярного радиуса   относительно полярного угла  . 

19. При каком значении угла синус изменяется вдвое медленнее аргумен-

та? 

20. Точка движется прямолинейно, причем 0S
2

t
sin

9

2
S 


 . Найти ско-

рость в конце первой секунды. 

 

3.2.6. Найти производные 2- го порядка от заданных функций. 

 

1. ;
3x

10
y


  2.  ;1xln2x

2

1
y 2   

3. ;x1x1x
3

1
y 222   4.   ;axxlnxy 22   

5. ;x2cosx3x3sinx2y   6. ;xarcsinx1y 2  

 

7. ;xy x  8. 








2tty

tarccosx
; 

9. 
 
 








tcos1ay

tsintax
; 

 

10. 
xtgxy  . 
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3.2.7. Найти производные 3-го порядка от заданных функций. 

 

1. ;xx1y 42   2. ;xlnxy 3  

3. ;xarctgy   
4.   ;1xy

32   

 

5. ;xcosy   6. ;
x1

1
y


  

7. ;
x1

x1
y




  

8.  3 1x21x2y  ; 

9. 3 xy  ; 10. xcosy 4 . 

 

3.2.8. Найти производные n го порядка от данных функций. 

 

1. ;ey x  2. ;exy x  

3. ;xlogy a  4. ;xsiny 2  

5. ;ey x  6. ;bxcosaxsiny   

 

7. ;xlnxy   8. 
bax

1
y


 ; 

9. xsiny 4 ; 10. xcosy 4 . 

 

3.2.9. Найти дифференциалы следующих функций. 

 

1. ;
x

1
y

2
  

2. ;xsiny 2  

 

3. ;x3arctgy   4. ;
1x

2x
y




  

 

5. ;xcosey x   
6. ;

x

1
arcsin5y

2x








  

7.  ;x1lny 2  
8. 

 
x

xtg
y  ; 

9. xsinlny 3  10. 
xsin5y   
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3.2.10. Вычислить приближенные значения выражений. 

1. 4 17 ; 2. 3 97,26 ; 

3. 08,10lg ; 4. 
396,0 ; 

5. 
046tg ; 6. 48,0arcsin ; 

7.  01,1ln ; 8. 
032cos ; 

9. 
2,0e ; 10. 99,0arctg . 

 

3.2.11. Найти приращения и дифференциалы функций для заданных зна-

чений 0x  и x . 

1. xy            при 9x0     и   2,0x   

2. 
1x

1
y


        при  2x0     и   01,0x   

3. xxy 2      при  10x0    и   01,0x  . 

4. В результате измерения радиуса круга допущена ошибка в %1 . Пока-

зать, что при вычислении площади круга по формуле 
2r , погрешность 

составит %2  от площади. 

5. На сколько приближенно изменится ребро куба, если объем его изме-

нится с 27  м
3
 до 2,27  м

3
. 

 

3.2.12. Вычислить пределы применяя правило Лопиталя. 

 

1. ;
xsinx

xsine
lim

x

x 




 2. ;

xln

1

1x

1
lim

1x 










 

3. ;xctg
x

1
lim 2

20x











 4. 

 
;

ex3cos

x1ln
lim

x

2

0x  


 

5. ;
xsin1

1
xtglim

2
x
















 6. ;
x

1
lim

xtg

0x










 

7. ;
a

x
2lim

a2

x
tg

ax












  

8. ;
1xcos

xcosx
lim

2

0x 
 

9. ;xarctg
2

lim
x

1

x













 

10.   ;xtglim
x2sin

2
x




 

11.  ;xtgxseclim

2
x






 
12.   ;x

2
tgx1lim

1x





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13. ;xlim x 2

x 
 14. 

 
x

x1ln
lim
x




; 

15. 
x2

x
exlim 


; 16. ;xlim x

0x
 

17.   ;xcoslim x

1

0x
 18. ;

1x2x5

xx
lim

23

23

x 




 

19. ;
x

xsin
lim

x

3

0x










 

20. 
4x5x

1x2x
lim

20

10

1x 




. 

 

3.2.13. Построить графики функций. 

 

1. 
 

 
;

1x

1x
y

2

3




  

 

2.   ;x5xy
3 2  

3.   ;ex2y x  
4. ;

x1

x
y

2
  

5. ;
xln

x
y   

6. ;exy x2   

7. 
x

xln
y  ; 

8. 

1x1xy 22  ; 

 

9. xarctg2xy  ; 10. 
 

 2

2

1x

1x
y




 . 
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ОТВЕТЫ 

 

3.2.1. 

1. 
435 2 x

9

x

8

x5

3
  

2. xsin
x4

3
x3

4

2   

3. xsinxxcosx2 2  

4. 

 
2

3

3 2 x1

1x

1x3

xarctg







 

5. 
22

a

x1

x
xarccos

xcos

xsinxlog

xcosalnx

1





  

6. 

 21xx2

1


 

7. xcose
3

2 x
 

8. 
2x1  

9. 
 2

2

x1arctg

xarctgln3


 

10. 
2x2tgx2cos

x2tg3

32

2


 

11.  
   22

2
2

x1lnx1

x
x1ln


  

12. 
   

  22

22222

xsinx1

x1xcosxx21sin




 

13. 
x2sinx2

x2cos1




 

14. 















 3x2x

1x
1

3x2x1x

1

22
 

15. 
2x33

1


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16. 
46

3

xa

xa4


 

17. 

3

x
sin

3

x
ctg

2

2

  

18. 
7lnx12

x1tgx3

3

32




  

19. 10lnx3cosx3sin109 2x3sin3 3

 
 

20. 
2x12

1


 

21. x3cosx3sin1010ln9 2x3sin3 3

 
 

22. 
x3e3ln

xsinln3xctg2 
 

23. 













x

2
ln1x

1

2

 

24. 
xarcsinxx8

xcoslnx4xarcsinxtgx1

33

2




  

25. 
3ln

xtg
 

26. 
1x2

1x22sin




 

27. 
    11eln1e

e
x2x

x


 

28. 
xsinln2

xtg
 

29. 
x2

3

x
2sin

  

30. 2lnx2sec2 21x2tg 
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3.2.2. 

1. 
1y

x


 

2. 
 

  1yxsin

yxsin




  

3. 
yeccosx

y
2

  

4.  2yx   

5. 
yx2y3

xy2x3
22

22




  

6. 
xyx

y
2

2


 

7. 
yxy

yxx

66

66







  

8. 
1yy

y22
3

2




 

9. 
y2ycos

55ln5x




 

10. 
x

yex 
 

11. 
2ln2xe

2ln2ye
xyy

xyx




  

12. 
ycosxxsin

xcosyysin




  

13. 
x

y
  

14. 
xcosy3ycosx

xsinyysinx2
22

3




 

15. 
222

222

xxyxlnxy

xyyyx




 

16. 
 
  xy22

xy22

xeyxsiny2

yeyxsinx2




  
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17. 
 

  32

222

xy2xsiny2

y7yx3y2xsiny




 

18. 
yx3

2xy2

exx

x3sinx3yyex




 

19. 
   

   xycosxy2xysinx

xysinyxycosy




 

20. 
 

 y2xcos2y3

x3y2xcos
2

2




 

 

3.2.3. 

1. 






 


x

1x
xlnx 1x

 

2. 
x2sinx

x

x2sin
xlnx2cos2 








  

3.   









x2

x2tg

x2cos

xln
x

2

x2tg
 

4.   







 xtgx

x3

xcosln
xcos 3

3 2

x3

 

5.     x3ctg4x3x3sinlnx2x3sin 24x2




 

6.    x2tgxsin2x2coslnxcosx2cos
xsin

  

7. 
 















xarctg

1
xarctglnx

1x

xarctg

2

1x2

 

8. 




















x

xarcsin

x1

xln

x

1

2

xarcsin

 

9.   xlnx4sin
x4

x4cos
x

x4cos4 







 

10.    6x3tglnx6cos6x3tg
x6sin

  

11.      

















3x

1

1x7

7

5x2

6
3x1x75x2

3
 

12.       

















2x

3

7x2

10

4x3

12
2x7x24x3

354
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13.     

















8x2

1

1x

x6

10x5

2
4x1x2x

2

325 2
 

14. 
   

 



















9x2

6

7x4

8

10x12

9

9x2

7x45x6
3

24 3

 

15. 
   

 






















1x6

4

1x10

8

9x4

12

1x6

1x109x4

3 2

5 43

 

16. 













x2ctg2

2x2

1

xlnx

3

x2sin1x

xln 3

 

17. 




















 1x

x2

xarcsinx1

1
1

1x

xarcsine
222

x

 

18. 
 

 



















1x2

6

1x14

x7

1x2

2

1x2

1x141x2
23

4 2

 

 

 

19.     













2x2

x3
x1lnxx1

3

4
3

x
3

2

 

20.    









 





2

2

2
x

1
2

x

1xln

1x

2
1x  

21. 









x

1
xlnxlnx 2xxx

 

22. xlnx2 1xln 
 

23.    

















1x

xx2

x2

1xln
1x

2

2
x2

 

24. 0  

25. 
 

2x10

5

4x

4
2

1x5

4xe
4x2


















 

 

3.2.4. 

1. 
42

2

tt3t2

1t




 

2. t
2

1
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3. 
2t1

t2


 

4. 
2

ctg


 

5. 12

1

t
4

3 

  

6. 
t3e

2

1
  

7. tcose5 t 
 

8. ttg  

9. 
t2

1
 

10. tctg  

11. 1  

 

12. 
3t

2

5
   

13. 
 4e3  

14. 
2t2  

15. 
3t3

t10t15
2

4




 

16. 
tsintcos

tsintcos




 

17. tcth
5

4
  

18. 
t

t1 2
  

19. 
2

t
ctgtcos2   

20. 1  

 

3.2.5. 

1.  1. 07x2y  ,  04xy2   

     2. 015x11y  ,  0
11

10
3x

11

1
y   
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     3. 07x2y  ,  01x2y  ;    0
2

1
x

2

1
y  ,   

         0
2

3
x

2

1
y   

2. 
6


 

3. 0y   

4. 010x5y   

5. касательной не существует 

6. 0 ; 2  

7. k2x  ,  zk  

8. 01x3y  ,  02x3y  ,   04x3y   

9 08xy  ,  08xy   

10. 05x
3

4
y   

 

11. 0
2

25
x

2

1
y  ,  0x2y   

12. 1x  ,  1y   

13.  3;4 ,   1;5  

14. 3 сек 

15. 8 Дж 

16. 10  

17. x  

18. a  

19. k2
3




 ,  Zk  

20. 0  

 

3.2.6. 

1. 
 23x

20


 

2. 2xln2   

3. 

 32

24

x13

1x9x6




 

4. 
22

222

ax

axa




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5.    x2cos12x3sin18xx2sinx3cos12   

6. 

  1x

x
xarcsin

x1

1x2
2232

2







 

7.   









x

1
1xlnx

2x
 

8. 
2tt4   

9. a  

10. 











 














xcosx2

x2sinx2

xcos

xlnxsinx2xcos

x

xtg

xcos

xln
x

223

2

2

tgx
 

 

 

3.2.7. 
1. x24  

2. xln611  

3. 

 32

24

x1

2x6x8




 

4. x72x120 3   

5. xsin  

6. 
 41x

6


 

7. 
 4x1

12


 

8.   3

2

1x2
27

32 
  

9. 3

8

x
27

10 

  

10. x2sin4  

 

3.2.8.  

1.   xn
e1   

2. 
xx xene   

3. 
   

alnx

!1n1
n

1n



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4. 
 






 


2

1n
x2sin2 1n

 

5. 
xne  

6. 






 








 


2

n
bxcosb

2

n
axsina nn

 

7. 
   

1n

n

x

!2n1



 

8. 
 

  1n

nn

bax

!na1





 

9. 






 








 
 

2

n
x2cos2

2

n
x4cos2 1n3n2

 

10. 






 








 
 

2

n
x2cos2

2

n
x4cos2 1n3n2

 

 

3.2.9. 

1. 
3x

dx2
  

2. xdx2sin  

3. 
2x91

dx3


 

4. 
 

dx
1x

3
2


  

5.  dxxsinxcosex   

6. dx
1x

x
5ln

x

1
arcsin25

2

x2













  

7. 
2x1

xdx2


 

8. 
xcosx4

x2sinx2
2


 

9. dxxctgxsinln3 2   

10. dx5lnxcos5 xsin   

 

3.2.10. 

1. 031,4  
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2. 011,3  

3. 1 

4. 88,0  

5. 025,1  

6. 
98,29  

7. 1,0  

8. 849,0  

9. 2,1  

10. 
995,44  

 

3.2.11. 

1. 03315,0 ;   30,0  

2. 0099,0 ;  01,0  

3. 1901,0 ;  19,0  

4) 

5. 74,0  см 

6) 

 

3.2.12. 

1.    2. 0   3. 
2

1
  4. 1  5.    6. 1  7. n

2

e   8. 2   9. 1  10. 2

1

e


 11. 0   12. 



2
  13. 1  14. 0   15. 0   16. 1  17. 1  18. 

5

1
  19. 1  20. 

15

8
 

 

3.2.13. 

1. не определена при 1x  .  5,13ymax     при   5x  . Точек перегиба 

нет.  Асимптоты  1x   и 5xy  . 

2. Определена на всей числовой прямой.  0ymax   при 0x  ,   

3
min 43y    при   2x  .  Точка перегиба  








 3 2

4

11
;

2

1
. Асимптот нет. 

3. Определена на всей числовой прямой. eymin   при 1x  . Точка пе-

региба  2;0 . Асимптота 0y  . 

4. Определена на всей числовой прямой. График симметричен относи-

тельно начала координат. 
2

1
ymax    при 1x  ,   

2

1
ymin    при  1x  . 

Точки перегиба 









4

3
;3 ,   0;0 ,   









4

3
;3 . Асимптота 0y  . 
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5. Определена для  0x   и 1x  .  eymin    при  ex  . Точки перегиба 








 3232 e
2

3
;e ,   e;e . Асимптота  0x  . 

6. Определена на всей числовой прямой.  0ymin    при   0x  ,   

2
max e4y    при 2x  . Точки перегиба     222

e22;22    и   

  222
e22;22  . Асимптота 0y  . 

7. Определена для положительных x . 
e

2
ymax   при  

2ex  .  Точка пе-

региба  







2

4

e

4
;e . Асимптоты 0x    и  0y  . 

8.  Определена при      ;11;x . Симметричен относительно 

оси Oy . Асимптоты x2y  ,  0y  ,  x2y  . 

9. Определена на всей числовой прямой. Симметричен относительно на-

чала координат. 1
2

ymax 


  при 1x  ,  
2

1ymin


  при 1x  .Точка пере-

гиба  0;0 . Асимптоты  xy  и  xy . 

10. Определена для  1x  . 0ymin    при  1x  . Точка перегиба 










9

1
;2 . Асимптоты 1x    и  0y  .   
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3.3. РАСЧЕТНЫЕ ЗАДАНИЯ 

 

Задание №1 

Составить уравнение касательной и нормали к кривой в точке M   

с абсциссой 0x  

1. ,
x

xx4
y

2
  ;2x0   

2. ,xxy 3  ;1x0   

3. ,xxy 3  ;1x0   

4. ,
x1

x1
y




  ;4x0   

5. ,1x3x2y 3   ;2x0   

6. ,32x8xy 2   ;4x0   

7. ,xy
3 2  ;8x0   

8. 70,x8y 4   ;16x0   

9. ,1x3x2y 2   ;2x0   

10. ,
x

6x3x
y

2

2 
  ;3x0   

11. ,x3xy 3  ;64x0   

12. ,
2x

2x
y

3

3




  ;2x0   

13. ,3x2y 2   ;1x0   

14. ,
1x

6x
y

4

29




  ;1x0   

15. ,
x

1
x2y   ;1x0   

16. 
 

,
1x

2x2
y

4

2




  ;1x0   

17. ,
1x

1x
y

4

5




  ;1x0   

18. ,
x51

9x
y

2

16




  ;1x0   
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19. ,
2x3

1
y


  ;2x0   

20.  ,x2x3y 3   ;1x0   

21. ,
1x

x
y

2 
  ;2x0   

22. ,
3

3x3x
y

2 
  ;3x0   

23. ,
1x

x2
y

3 
  ;1x0   

24.  ,x3x2y 3   ;1x0   

25. ,
x3

x31
y

2

2




  ;1x0   

26. ,2x15x14y 3   ;1x0   

27. ,xx3y 4   ;1x0   

28. ,
3

x2x3
y

3
  ;1x0   

29. ,x
3

16
x8y 33   ;1x0   

30. ,3
10

x
y

2

  ;2x0   

 

Задание №2 

Найти производную 

 

1. ;
xx1

1
y

24 
  16. 

 
;

2xx

1
y

3 22 

  

2. 

 
;

2x

1

1x2

1
y

4 32
3






  
17. ;xxxy   

3. ;
x1

1
y 3

2
  18. ;xxy   

4. ;
x1

x1
y




  19. ;

x41

x41
y

3

3




  
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5. ;
x1

x1
y

3

3




  20. ;

x1

x1
y

3 


  

6. ;
x1

x1
y

2

2




  21. ;xxxy 3 3 3  

7. ;
x1

x1
y

2

2




  22. ;xxxy   

8. ;
xx

1
y

3 
  23. 

 
;

1x3

1
y 3

2


  

9.   ;x1y
33  24. ;

x

1

x

1

x

1
y

3
  

10. ;
x

1
xy

10









  25. 

 
;

x1x1

1
y

3 22 
  

11. 

 
;

x1x1

1
y

22 
  

26. ;xxxy 4 3 23   

12. 

 
;

1x2

1
y

3 2


  
27. ;xxy

3 2   

13. ;xp21y   28.   ;1x1y
5

2   

14. 

 
;

1xx

3
y

22 
  

29. ;xxy
4 3 23   

15. ;
xax

1
y

22 
  30. .

x3

2

x

1
xy

4

3 2   

 

Задание №3 

Найти производную 

 

1. ;
x38cos19

x19sin2lntg
y

2




  16. ;

x28sin28

x14cos3ctgcos
y

2




  

2. ;
x30cos15

x15sin
3

1
tgcos

y

2





  

17. ;
x24sin

x12cos

24

1

2

1
sinlny

2

  
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3. ;
x14cos7

x7sin7lncos
y

2




  18. ;

x16sin

x8cos

16

1
2ctgcosy

2

  

4. ;
x32cos32

x16cos
7

1
tgsin

y

2





  

19. ;
x20sin

x10cos

20

1
2ctgy

2

3   

5. ;
x34cos17

x17sin
3

1
sinctg

y

2





  

20. ;
x46cos31

x31sin

3

1
costgy


  

6. ;
x40sin

x20cos

40

1
5cosctgy

2

  21. ;
x46cos23

x23sin

3

1
coslny

2


  

7. ;
x10cos

x5sin

3

1
3ctgsin8y

2

  22. ;
x54cos27

x27sin
2costgy

2

7


  

8. ;
x36sin36

x18cos2ctg
y

25




  23. ;

x56sin56

x28cos
2tgsiny

2

3


  

9. ;
x6cos21

x21sin
4tgy

2


  24. ;

x60sin60

x30cos
2cossiny

2
3


  

10. ;
x4sin4

x2cos3cossin
y

2




  25. ;

x12cos

x6sin

6

1
2cosctgy

2

  

11. ;
x6cos

x3sin

3

1
3siny

2

  26. ;
x58cos29

x29sin
3sincosy

2
2


  

12. ;
x4cos2

x2sin3sincos
y

2




  27. ;

x48sin

x24cos

48

1

3

1
sinctgy

2

  

13. ;
x6sin

x3cos

3

1
2lncosy

2

  28. ;
x50cos25

x25sin

2

1
lnsiny

2


  

14. ;
x8sin

x4cos

8

1
5ctgy

2
3   29. ;

x32sin48

x16cos
5sinlny

3


  

15. ;
x8cos

x4sin

4

1

3

1
lntgy

2

  30. .
x30sin30

x15cos
3siny

3

2
2


  
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Задание №4 

Найти производную 

 

1. ;xlnlnlny 32  16. ;xlnlnlny 23  

2.  ;e1elny x2x   17. ;tgxloglogy 816  

3. ;
x

1
arccoslny 








  18. ;

2x1x

2x1x
lny

2

2




  

4.  ;xcosxlny 2   19. ;
2x

2x
ln

2

1
xy




  

5. ;xctglnlgy   20. ;
x

1
1sinlnlny 








  

6. ;

x

1
sin

ln
lny   

21. ;
1x

4x2
sinlny




  

7.  ;xlnsinxlncos
2

x
y   22. ;

2

x
tg5

2

x
tg5

lny





  

8.  ;xcos1lny 3   23.  ;xbaxblny 222   

9. ;
1x2

3x2
coslny




  24.   ;axaxxln

2

1
y   

10. ;e1arccoslny x4  25.  ;xtg21xtg2ln
2

1
y 2  

11. ;
x1

1
logy

4
a


  26.  ;xaxlny 22   

12. ;
x1

x
lny

2

2


  27.  ;1xxlny   

13. ;
x21

x21
lny 4




  28.  ;x2ln4x2y   

14. ;
xa

xa
lny

22

22




  29.  ;xxlny

3 23   

15. ;
ax1

x
lny

4

2


  30.  .xaxlny 222   
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Задание №5 

Найти производную 

 

1.     ;x6x91x2x3
1x3

1
arcsin1x3y 224




  

2.     ;
1x2

1
arcsin1x2xx3x4x4

3

2
y

422


  

3.     ;2x3x11x12x4
3

2

3x2

1
arcsin3x2y 224




  

4. ;
2x3

x9x1231
lnx9x123

2x3

2
y

2
2







  

5. ;
x2

x411
lnx41

x

1
y

2
2 
  

6.   ;
x

2
arcsin

16

x
4x8x

24

1
y

4
22   

7. ;xx43
2x

2

2x

xx431
lny 2

2








  

8.    ;17x8x4xln4xarctg17x8xy 22   

9.   ;
2x3

1
arcsin2x33x12x92x4x3y

222


  

10.    ;earcsinee11lnx3y x3x3x6    

11. ;xx
1x2

4

1x2

xx21
y 2

2








  

12.    ;earcsinee11lnx5y x3x3x10   

13.   ;15x12x92x3arctg512x9y 22   

14.   ;x5arctg2x8x162x8x161x4lny 22   

15.   ;x5arctg1x251x25x5lny 22   

16.    ;earcsinee11lnx2y x2x2x4   

17. ;
1x

xx21
lnxx2

1x

2
y

2
2







  

18.    ;axxln
2

a3
ax

x

xa3
axxy 22

4
22

2
22   
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19. 

 
;

1x2

3
arctg

32

1

1x

1xx
ln

12

1
y

222

24







  

20. ;7x12x4
3x2

4
arcsin4y 2 


  

21.   ;
2

1x
arcsin2xx21x3

2

1
y 2 

  

22.    ;3x2arcsinxtg11xy 2   

23.   ;x2xarcsinx12xarcsinxy 22
  

24. ;
3

1x2
arctg

3

1

1xx

1x
ln

3

1
y

2







  

25. ;
3

1x2
arctg

2

1

3x4x4

1x2
y

2







  

26. ;
x1

x1
ln

2

1

x1

xarcsin
y

2 





  

27. ;3x5x9
1x3

2
arcsin2y 2 


  

28. ;5xx
1x2

3
arccos3y 2 


  

29. ;
1x

2x
arctg

22

1

1xxx

12xx
ln

24

1
y

22

2







  

30. .4xx
1x2

3
arcsin3y 2 


  

 

Задание №6 

Найти производную 

 

1.   ;xarctgy
xarctgln

2

1

  16. ;xy xctg2  

2. ;xy
2x  17.   ;1xy

xcos2   

3. ;y
2xsin  18.   ;xtgy

xe4
  

4.   ;xlny
x3

  19. ;xy xarctg2  

5.   ;1xy
xth3   

20.   ;xsiny
x

1

e
  
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6.   ;1xy
xsh2   21.   ;5xy

xln
  

7. ;xy xarcsin  22. ;xy xctg  

8.   ;xsiny
xsinln

  23. ;xy xcos2  

9. ;29xy x29x

  24.   ;xsiny 2

x
5

  

10.   ;xarcsiny
xe

  25.   ;4xy
xtg3   

11.   ;xsiny
xe5

  26.   ;x3ctgy
xe2

  

12. ;x19y 19x19

  27.   ;x5cosy
xe

  

13. ;2xy x2x

  28.   ;5xy
xctg4   

14.    
;xsinxy

xsinxln
  29. ;5xy xx2  

15. ;xy xsin3  30.   .xtgy
xtgln

4

1

  

 

Задание №7 

Найти производную указанного порядка 

 

1.   ?;y,x32siney x21  
 16.     ?;y,1xln7x2y 2   

2.     ?;y,3xln3xy 2   17.     ?;y,4xln7xy   

3. ?;y,
x

xln
y

2
  18.   ?;y,2xy

3x4e3 


 

4.   ?;y,23x4y x  
 19. ?;y,

x

xln
y

5
  

5. 
 

?;y,
3x

3xln
y 




  

20. ?;y,x2siney 2

x

  

6. 
 

?;y,
1x

1xln
y 




  21. 

 
?;y,

5x2

5x2ln
y 




  

7.   ?;y,arctgxx1y 2   22.   ?;y,x31lnxy   

8.   ?;y,e5x4y 1x23  
 23.   ?;y,xx1y 2

1x
e2 



 

9. ?;y,xcosxy 2   24.   ?;y,37x3y x  
 

10. ?;y,
x

xlog
y

3

2   25.   ?;y,28x5y x  
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11. ?;y,
x

xln
y

3
  26.   ?;y,xln1x5y 2   

12.   ?;y,xln3x2y 2   27. ?;y,
x

xlog
y

2

3   

13.   ?;y,3x5sinxy 2   28.   ?;y,xcos1x2y 3   

14. 
 

?;y,
2x

2xln
y IV 




  29. ?;y,x2sin

2

1
y   

15.   ?;y,x2cosey x  
 30. ?y,

2

x
tgey x   

 

Задание №8 

Составить уравнение касательной и нормали к кривой в точке, соответст-

вующей значению параметра 0t  

 

1. ;
3

t
,tcosay

,tsinax
03

3












 16. ;

2
t

,tsintay

,tcostax
0











 

2. ;0t
,ey

,e2x
0t

t













 17. ;

4
t

,tctgttgy

,1tctgln2x
0











 

3. ;2t
,ty

,1tx
02

3











 18. 

 
;1t

,tarctgty

,t1lnx
0

2









 

4. ;
3

t
,tsiny

,tcos2x
0











 19. ;1t

,
t1

1
arccosy

,
t1

t
arcsinx

0

2

2





















  

5. ;1t

,
t

1t
y

,
t

1t
x

0 
















 20. ;1t
,tty

,ttx
032

4











 

6. ;
4

t
,tsin4y

,tcos3x
0











 21. ;

6
t

,tcosy

,tsinx
03











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7. ;1t

,
t

tln23
y

,
t

tln1
x

0

2


















 22. ;1t
,1tty

,1tx
02

3











 

8. ;
6

t
,tcosay

,tsinax
03

3












 23. ;

4
t

,tsintsin2y

,ttg2x
032











 

9. ;2t

,
t1

ta3
y

,
t1

ta3
x

0

2

2

2





















 24. 
 

 
;

3
t

,tcos1ay

,tsintax
0











 

10. ;1t
,tt3y

,tt2x
02

2











 25. ;1t

,
t1

tt2
y

,
t1

tt2
x

0

3

2

3

2

























 

11. ;1t

,
t1

1
arccosy

,
t1

t
arcsinx

0

2

2





















 26. ;2t
,tty

,t1x
03

2











 

12. ;2t

,
1t

t
y

,
1t

t1
x

0

2

2

3























 27. 
 

;2t
,tcosty

,tsin1tx
0 








 

13. ;
3

t
,tsiny

,tcos3x
0











 28. ;2t

,tcosy

,tsinx
02

2











 

14. ;0t

,t
3

1
t

2

1
y

,t
4

1
t

2

1
x

0

32
3

42


















 29. ;
6

5
t

,
t

2

t2

3
y

,
t

t1
x

0

2

2




















 

15. 
 

 
;

4
t

,tcos2tsintty

,tsin2tcosttx
0











 30. 

 

 
.

4

5
t

,tcosttsinay

,tcostsintax
0 








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Задание № 9 

Найти производную функции, заданной неявно 

 

1. ;02y2xy3x5 22   
16. ;0exln x

y




 

2. ;ayx 323232   17.   ;0yxcosxsiny   

3. ;ycosexsine x9   18. ;yarcsinxarcsinyx   

4. ;xyee yx   19. ;222 yxyx   

5. ;xy 9x   20. ;0yyxbyxax 3223   

6.  ;yxtgy   21. ;xylny2   

7. ;eyx yx  22. ;ex1y y  

8. ;ayyxx   23. ;x3sinaxcosy 22   

9. ;yxln
x

y
arctg 2   24. ;yxyx 2244   

10. ;0xcoseysine yx  
 25. ;

2

x
tg

k1

k1

2

y
tg 




  

11. ;eyxey   26. ;04yx5yx 23   

12. ;yarctgxy   27. ;04x3y5yx3yx 2223   

13. ;06yx2yxy5x 23   28. ;0
x

y
arctgyx 2   

14. ;04y10x4yx 22   29. ;0
a

y

a

yx
arctg 


 

15. ;0yyxx 223   30.     .0yxayx 222222   

 

Задание №10 

Найти дифференциал dy  и показать, что функция y  удовлетворяет урав-

нению  1  

1. 

   ;1yx1yx

,exy

2

2x2



 

 16. 
   ;1dyxdxy1

,x3lntgy

2 


 

2. 

 ;1xcosy|yx

,
x

xsin
y




 17. 

 ;10yyxy1

,1
x

2
y

2

2




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3. 

 ;1ey2y

,
3

e
e5y

x

x
x2



 

 18. 
 ;10yyx3yxln

,1xlnxy

23

3




 

4. 

   ;1x2yxyx1

,x1c2y

2

2




 19. 

   ;1yx1ayxy

,
1xa

x7
ay

2 




 

5. 

 ;1x2xyy

,x1xy

3

2




 20. 

 ;10yxxax2ya

,1
x

a
tgay

222 


 

6. 

 ;10yxtgy

,
xcos

c
y




 21. 

 ;1
1xy

1
yyx8

,1xxy

3

4








 

7. 

 ;1y3y

,
cx3

1
y

2




 22. 
 

 ;1ex2yx2y

,e1xy
2

2

x

x2




 

8. 
 

 ;1ey

,eclny

yx

x




 23. 

     ;1,
x

2x
y1x2y1xx

,
x

1

1x

x2
y

3
33

3









 

9. 

   ;10dyxy2dxyx

,xcxy

22

2




 24. 

 ;1ex2yy

,e2ey

2

2

xx

xxx








 

10. 
 

   ;10xdydxyx

,xlncxy




 25. 

 ;1xsinxyyx

,x3xcosxy

2


 

11. 

 ;1ylnyxsiny

,ey 2

x
tg



  26.  

   ;1xsinxcosxy

xcosyyxsin2

,xxsin1y

3 





 

12. 

   

 ;1
x1

y1
y

,x1x1y

2

2








 27. 
 

     ;11x2xyy1xx

,x1xxy

2

2




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13. 
   

   ;1yx1byxy

,xb1xby

2 


 28. 

 ;1xsectgxyy

,xcosxy




 

14. 
 ;1

y

x21
yy

,x3x32y
3 2






 29. 

   

   ;1x1e
1x

yn
y

,1e1xy

n

xn








 

15. 

   ;1eyye1

,1
2

e1
lny

xx

2
x















 


 30. 

   

 .1xxcosxsin

yxcosxxsinyxsinx

,xcos
x

xsin
2y






 

 

Задание №11 

Вычислить приближенно 

 

1. 
4xy   при ;998,3x   

2. 
1x2

1
y


  при ;56,1x   

3. 
3 xy   при ;76,7x   

4. xarcsiny   при ;08,0x   

5. 3 xy   при ;46,26x   

6. 
x

1
y   при ;16,4x   

7. 3xxy 2   при ;97,1x   

8. x7xy 2   при ;012,2x   

9. xsinx1y   при ;01,0x   

10. ,xy
3 2  при ;03,1x   

11. ,1x4y   при ;56,2x   

12. ,xy 21  при ;998,0x   

13. ,xy 3  при ;24,8x   

14. 
2

x5x
y

2
  при ;98,0x   

15. ;5x2xy
3 2   при ;97,0x   
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16. 
5xy   при ;997,2x   

17. ,xy 3  при ;21,1x   

 18. ,xy 11  при ;021,1x   

 19. ,xy
3 2  при ;03,1x   

 20. ,xy 3  при ;54,27x   

 21. ,
1xx2

1
y

2 
  при ;018,1x   

 22. ,5xy 2   при ;97,1x   

 23. ,xy 6  при ;01,2x   

 24. ,xy 3  при ;64,7x   

 25. ,xy 3  при ;34,8x   

  26.  ,xcosx3y 3   при ;01,0x   

 27. 4

2

x
sinx2y


  при ;02,1x   

  28. 
7xy   при ;002,2x   

29. ,xy 7  при ;998,1x   

30. ,xy 3  при .98,0x   

 

Задание № 12 

Вычислить пределы функций, применяя правило Лопиталя 

 

1. ;
x3arctgx2

57
lim

x3x2

0x 




 16. ;

x

1
1lnxxlim 2

x



















 

2. ;
xsinx2tg

ee
lim

xx

0x 

 


 17.   ;xlnxarctg2lim

x



 

3. ;
x5sinx3sin

ee
lim

xx2

0x 




 18. 

 
;

ex3cos

x1ln
lim

x

2

0x  


 

4. ;
x2xsin

ee
lim

x2x7

0x 

 


 19. 

 
;

xx2cosln

x3sin
lim

2

2

0x 
 

5. ;
xarctgxtg2

710
lim

xx2

0x 

 


 20. ;

1x

7

1x

5
lim

751x













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6. ;
xsinx

ee
lim

2

x2x

0x 

 


 

21.   ;xtg1x2sinlim

2

1
x




 

7.  ;1xlnxlnlim
01x




 
22. ;

x1

6

x
sin41

lim
2

2

1x 








 



 

8. ;exlim x22

x




 23. ;

1xxx

3x5xx
lim

23

23

1x 




 

9. ;
1e

1

x

1
lim

x0x













 24. 

   
;

xx

x31x1
lim

52

3

0x 




 

10. ;
1x

1

xln

1
lim

1x













 25. ;

x

x1x1
lim

70x




 

11. ;xtg
2

xlim

2
x








 





 26. ;

x2x
4

1

4

1

16

x

lim

3

4

1
x 





 

12. 
 

;

xarctg
2

ln

x1ln
lim

2

x















 

27. ;

x2x
2

1

2

1

4

x

lim

2

1
x 





 

13. ;
x2sin

x1e
lim

6

3x

0x

3




 28. 

 
;

x

x1xx21
lim

2

0x




 

14. ;exlim x4

x




 29. ;

2x

26x
lim

3

2x 




 

15.  ;exlnxctglim x

0x



 30. .

x2x
3

1

3

1

9

x

lim

3

3

1
x 





 

 

Задание № 13 

Вычислить пределы функций, применяя правило Лопиталя 

 

1. ;
3

x6
lim

6

x
tg

3x











 
 16. 

 ;xlim 1eln

1

0x

x


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2. 
 

;
x

x2
lim

x2ln

1

1x











 
 17. ;

x

1
lim

tgx

0x










 

3. 

 
 

;
x

1
lim

x2ln

1xln

1x














 

18.   ;xtglim
ctgx

0
2

x 




 

4. 

 
 

;
x

1x2
lim

x2ln

x23ln

1x













 
 

19.   ;xctglnlim
tgx

0x
 

5.   ;xsinlim xctg

xsin18

2
x




 
20. ;

x92

5
lim

xsin

1

0x 














 

6. ;
4

x
ctglim 2

x
cos

1

x










 21.   ;xlnlim x

1

x 
 

7. ;
3

x29
lim

6

x
tg

3x











 
 22. ;xlim xln21

6

0x




 

8. ;
a

x
2lim

a2

x
tg

ax












  23.    ;exlnlim x

1

0x



 

9.   ;xcoslim x2sin

1

2x

2


 24.   ;x2lnlim xln

1

x 
 

10. ;
2

x
tglim 2

x

1

2
x















 25.   ;xcoslim

xctg

0x

2


 

11.   ;xsinlim
x3tgtgx6

2
x






 

26.   ;xsin1lim
xtg

1

2

0x

2




 

12.   ;xcoslim x2sinx5tg

5

4x




 27.   ;xcos1lim

x

0x



 

13.     ;1xlim 1x2ln

a

1x




  28. ;

x

1
lnlim

x

0x










 

14.   ;x2ctglim xln

1

0x 
 29.    ;xcoslim

2x1ln

1

0x




 



140 

15. ;xlim

xln21

3

0x




 30. .

4

x
ctglim 2

x
cos

1

x










 

 

Задание №14 

Исследовать на экстремум следующие функции 

 

1.   ;
2

x
xx1lny

2

  16. ;5x12x2x4xy 234   

2. ;xarctgx1lny 2   17. ;2y xsin  

3. 
 

;
3x

e
y

2

x


  

18. ;exy x

1

2   

4. ;1x3x2y 23   19. ;
x

xln
y

2

  

5. 
   

;
3x2x

x
y

3


  20. ;xarctgxy   

6. ;
1xx

x
y

2 
  21. ;7x3y   

7. ;7x6x
3

2
y 32   22. ;exy x3   

8. ;2xxy 22   23. ;
2x

x
y

32


  

9. ;x12x6xy 23   24. ;
x3

x
y

2

3


  

10. ;axxy 22   25. ;
x54

x31
y

2


  

11. ;xxy 3

2

  
26.  ;x1lnxy   

12. ;ey
2xx63   27. ;

1xx

4x4x3
y

2

2




  

13. ;5x4xy 2   28. 
 

;
30x4xln

1
y

34 
  

14. ;7x18x6x2y 23   29. ;
x1x9

34
y


  
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15. ;xx4y 4  30. .8x3xy
3 223   

 

Задание №15 

Провести полное исследование функции и построить график 

 

1. 
 

;
1x2

x
y

2

3


  16. ;

x41

x42
y

2

2




  

2.  ;5x7x
6

1
y 3   17. ;

x

1x2
y

2


  

3. ;
1x

1
1x2y


  18. ;

x1

x
y

2
  

4. ;
x

1x
y

2 
  19. ;

1xx2

1xx2
y

2

2




  

5. ;
x3

x
y

2
  20. ;

1xx

1xx
y

2

2




  

6. ;
1x

xx
y

2

3




  21. 

 
;

1x

x
y

2


  

7. ;
1x

x
y

3

4


  22. ;

1x

1x
y

2

2




  

8. ;
x

1
xy

2
  23. ;

2x

2

1x

1
y





  

9. ;
1x

x2
xy

2 
  24. 

 
;

1x

x21
y

2



  

10. ;
x5

2x3
y

2


  25. 

 
.

1x

x2
y

2


  

11. ;
x2

3x7x2x
y

2

23 
  26. ;x3

1x

x3
y 


  

12. ;
x1

x
y

2
  27. ;

4x

x2
y

2

3


  

13. 
 

;
1x

1x2
y

2



  28. ;

x

x1
y

2


  

14. ;
x

8x
y

4

5 
  29.  ;x4x

5

1
y 34   
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15. ;
1x

x
y

2

2


  30. .

3x

3x6x
y

2




  

 

Задание №16 

Провести полное исследование функции и построить ее график 

 

1. ;ey
2x

1


  16. ;
3

xx4
y

43 
  

2. ;exy x

1

3


  
17. ;exy x4   

3.     ;1x1xy 3 23 2
  18.   ;1x1xy 33

  

4. ;e
x

3x
y x


  19.   ;x4xy

3 22   

5. ;ey
4x  20. 

 
;

x

1x
y

2

32 
  

6. ;xxy 3   21.   ;x2xy 32
  

7. ;exy x2   22. ;exy x

1

2   

8.   ;x4xy
3 22   23.  ;x4lny 2  

9.   ;e1xy x2   24.     ;1x1xy 3 23 2
  

10.   ;1xxy 3 2
  25. ;exy x3   

11.   ;x1xy   
26. ;exy 2

x


  

12. ;e
3x

x
y x


  27.   ;e2xy x3  

13. 
 

;
9x

1x10
y

2

3 2




  28. ;

x1

x1
lny




   

14. ;exy
2x2   29. ;

1e

e
y

x

x


  

15. ;
x

xln
y   30. .

x

xlne
y

2 
  
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Задание №17 

1-10. Рыбаку нужно переправиться с острова A  на остров B  (рис.). Что-

бы пополнить свои запасы, он должен попасть на участок берега MN . Найти 

наикратчайший путь рыбака 21 SSS   

1. ;700L,300h,400H,300b,200d   

2. ;1400L,600h,800H,500b,400d   

3. ;2100L,900h,1200H,900b,600d   

4. ;2800L,1200h,1600H,1200b,800d   

5. ;3500L,1500h,2000H,1500b,1000d   

6. ;700L,400h,300H,500b,400d   

7. ;1400L,800h,600H,1000b,800d   

8. ;2100L,1200h,900H,1500b,1200d   

9. ;2800L,1600h,1200H,2000b,1600d   

10. .3500L,2000h,1500H,2500b,2800d   

11-20. При подготовке к экзамену студент за t  дней изучает 
Kt

t


-ю 

часть курса, а забывает  t ю часть. Сколько дней нужно затратить на подго-

товку, чтобы была изучена максимальная часть курса? 

11. ;
49

2
;

2

1
K   16. ;

16

1
;1K   

12. ;
81

2
;

2

1
K   17. ;

36

1
;1K   

H  

h  

1S  2S  

M  N  

A  

B  

d  

b  

L  
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13. ;
121

2
;

2

1
K   18. ;

49

1
;1K   

14. ;
139

2
;

2

1
K   19. ;

18

1
;2K   

15. ;
25

1
;1K   20. .

49

2
;2K   

 

21-30. Тело массой 3000m0   кг падает с высоты H   и теряет массу 

(сгорает) пропорционально времени падения. Коэффициент пропорционально-

сти 100k  кг/с. Считая, что начальная скорость 00  , ускорение 

2см10g  , и пренебрегая сопротивлением воздуха, найти наибольшую ки-

нематическую энергию тела (в 
22 скгм ). 

21. ;500H   26. ;1125H   

22. ;605H   27. ;1280H   

23. ;720H   28. ;1445H   

24. ;845H   29. ;1620H   

25. ;980H   30. .1805H   

 

Задание №  18 

 

1. Из листового железа изготовить бак цилиндрической формы (без 

крышки) вместимости V  с наименьшей затратой материала. Каковы размеры 

бака? 

2. Какой сектор следует вырезать из круга радиуса R , чтобы из остав-

шейся части можно было свернуть воронку наибольшей вместимости? 

3. Город B  стоит на железной дороге, идущей с юга на север. Завод A  

расположен южнее города B  на b  км и отстоит от железной дороги на a  км. 

Под каким углом   к железной дороге следует построить подъездной путь от 

завода, чтобы транспортировка грузов из  A  в B  была наиболее экономичной, 

если стоимость провоза тонны груза на расстояние 1 км по подъездному пути 

обходится в два раза дороже, чем по железной дороге 









2

a
b ? 

4. Прямоугольная площадка, примыкающая одной стороной к длинной 

каменной стене, с трех сторон огорожена железной решеткой. Какова должна 

быть длина сторон площадки, чтобы она имела наибольшую площадь, если 

имеется 200 м решетки? 

5. Найти высоту конуса наименьшего объема, описанного около шара ра-

диуса r . 

6. Требуется сделать открытый сверху желоб, поперечное сечение кото-

рого имеет форму равнобочной трапеции, а дно и бока имеют ширину по 10 см. 
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Какова должна быть ширина наверху, чтобы он вмещал наибольшее количество 

воды? 

7. Консервная коробка объема V  должна иметь цилиндрическую форму с 

дном и крышкой. Каково должно быть отношение диаметра цилиндра к высоте,  

чтобы на изготовление коробки пошло наименьшее количество материала? 

8. В окружность радиуса r   вписан прямоугольник. Каковы должны быть 

размеры прямоугольника, чтобы площадь его была наибольшей? 

9. Каковы должны быть высота и радиус основания конуса с образующей 

 , чтобы объем конуса был наибольшим? 

10. Прямоугольник вписан в прямоугольный треугольник так, что один из 

углов прямоугольника совпадает с прямым углом треугольника. Катеты тре-

угольника равны 4 и 8 см. Каковы должны быть размеры прямоугольника, что-

бы он имел наибольшую площадь? 

11. Бак без крышки с квадратным основанием должен иметь объем V . 

Каково должно быть отношение стороны основания бака к высоте, чтобы на его 

изготовление пошло наименьшее количество материала? 

12. Гипотенуза прямоугольного треугольника равна 29 . Каковы долж-

ны быть катеты, чтобы периметр треугольника был наибольшим? 

13. Из квадратного листа жести со стороной 60 см надо изготовить от-

крытую сверху коробку. Для этой цели по углам листа вырезают равные квад-

ратики и образовавшиеся края загибают кверху. Какого размера следует сде-

лать вырезы, чтобы полученная коробка имела наибольшую вместимость? 

14. Требуется изготовить открытый цилиндрический бак данного объема 

V , причем стоимость квадратного метра материала, из которого изготовляется 

дно бака, равна 1p  руб., а стоимость квадратного метра материала, идущего на 

стенки, равна 2p  руб. При каком отношении радиуса дна к высоте бака затраты 

на материал будут наименьшими? 

15. В прямоугольной системе координат через точку (1,2. проведена пря-

мая с отрицательным угловым коэффициентом, которая вместе с осями коор-

динат образует треугольник. Каковы должны быть отрезки, отсекаемые прямой 

на осях координат, чтобы площадь треугольника была наименьшей? 

16. Из полосы жести шириной 11 см требуется сделать открытый сверху 

желоб, поперечное сечение которого имеет форму равнобочной трапеции. Дно 

желоба должно иметь ширину 7 см. Какова должна быть ширина желоба навер-

ху, чтобы он вмещал наибольшее количество воды? 

17. Полотняный  шатер объемом V  имеет форму прямого кругового ко-

нуса. Каково должно быть отношение высоты конуса к радиусу основания, что-

бы на шатер ушло наименьшее количество полотна? 

18. Из полосы жести шириной 30 см требуется сделать открытый сверху 

желоб, поперечное сечение которого имеет форму равнобочной трапеции. Дно 

желоба должно иметь ширину 10 см. Каков должен быть угол, образуемый 

стенками желоба с дном, чтобы он вмещал наибольшее количество воды? 

19. Сопротивление балки прямоугольного поперечного сечения на сжатие 

пропорционально площади этого сечения. каковы должны быть размеры сече-
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ния балки, вырезанной из круглого бревна диаметром d , чтобы ее сопротивле-

ние на сжатие было наибольшим? 

20. Найти отношение радиуса цилиндра к высоте, при котором цилиндр 

имеет при данном объеме V  наименьшую полную поверхность. 

21. Из бревна, имеющего форму усеченного конуса, надо вырезать балку, 

поперечное сечение которой представляет собой квадрат, а ось совпадает с 

осью бревна. Найти размеры балки, при которых объем ее будет наибольшим, 

если диаметр большего основания бревна равен 2 м, диаметр меньшего основа-

ния равен 1 м, длина бревна (считая по оси) равна 20 м. 

22. Сосуд, состоящий из цилиндра, заканчивающегося книзу полусферой, 

должен вмещать 18 л воды. Найти размеры сосуда, при которых на его изготов-

ление пойдет наименьшее количество материала. 

23. Требуется изготовить из жести ведро объемом V  цилиндрической 

формы без крышки. Найти высоту цилиндра и радиуса его основания, при ко-

торых на ведро уйдет наименьшее количество материала. 

24. Требуется поставить палатку данного объема V , имеющую форму 

прямого кругового конуса. Найти отношение высоты конуса к радиусу его ос-

нования, при котором на палатку уйдет наименьше количество материала. 

25. Через точку  1;2A  провести прямую с отрицательным угловым ко-

эффициентом так, чтобы сумма длин отрезка, отсекаемых ею на осях коорди-

нат, была наименьшей. 

26. Одна сторона прямоугольного участка земли примыкает к берегу ка-

нала, а три другие огораживаются забором. Каковы должны быть размеры этого 

участка, чтобы его площадь равнялась 
2м800 , а длина забора была наимень-

шей? 

27. В прямоугольном листе картона длиной 48 см и шириной 30 см выре-

заются по углам одинаковые квадраты и из оставшейся части склеивается от-

крытая прямоугольная коробка. Какова должна быть сторона вырезаемых квад-

ратов, чтобы объем коробки был наименьшим? 

28. На прямой между двумя источниками света силы F  и F8  найти наи-

менее освещенную точку, если расстояние между источниками 24 м. (Осве-

щенность точки обратно пропорциональна расстоянию ее от источника света). 

29. На оси параболы xp2y2   дана точка M  на расстоянииa  от ее 

вершины. Найти абсциссу ближайшей к ней точки кривой. 

30. Стоимость плавания судна в течение часа выражается  (в рублях) эм-

пирической формулой вида 
3vba  , где a  и b  постоянные для данного суд-

на, а v  скорость судна в узлах (узел равен 1,86 км/час). В этой формуле по-

стоянная часть расхода a  относится к амортизации и к содержанию команды, а 

второй член  3vb  к стоимости топлива. При какой скорости судно покроет 

любое требуемое расстояние с наименьшими затратами?
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